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Capı´tol 1
Introduccio´
Avui dia, hom pot trobar arreu la tecnologia de GPS. Des dels seus inicis, a la de`cada dels 70,
fins a l’actualitat, la tecnologia GPS ha madurat de la ma` de les tecnologies anomenades d’oci.
Efectivament, si be´ de`cades enrere l’impuls pressupostari que el progre´s tecnolo`gic necessitava
degut a la necessa`ria investigacio´ provenia d’esferes militars, la democratitzacio´ de la tecnolo-
gia ha fet que sigui el propi consum qui financi el R+D+I de les empreses fabricants.
Aixı´ doncs, els posicionadors GPS prenen a l’actualitat un paper central dins tota mena d’en-
ginys tecnolo`gics: qualsevol vehicle de nova fabricacio´ compta, de se`rie, amb posicionadors de
gamma mitjana que permeten a l’usuari cone`ixer la seva posicio´ de manera itinerant, aixı´ com
establir rutes donats uns orı´gens i destins prefixats i un conjunt de mapes de l’entorn; camps me´s
cientı´fics, com la sismologia, fan u´s de la constel·lacio´ de sate`l·lits de que` disposa el sistema
GPS per establir de manera precisa alc¸ades de muntanyes, i poder preveure aixı´ terratre`mols o
erupcions volca`niques (vegeu [21], entre d’altres); i aixi podrı´em trobar nombrosos entorns en
els quals l’u´s d’aquesta tecnologia ha representat una millora te`cnica de primer ordre.
Aquesta obertura al mercat, pero`, no ha estat sempre tan pla`cida com el darrer para`graf podria
fer-nos pensar. No podem oblidar que la rao´ de ser d’aquesta tecnologia als seus orı´gens es
trobaba en el fet de cone`ixer la posicio´ de tropes desplac¸ades al camp de batalla. Van ser les
dues principals pote`ncies militars de llavors (EEUU i Unio´ Sovie`tica) les que van liderar les
investigacions en aquests camps. Han sigut les grans guerres les que han posat a prova aquest
sistema; durant la primera guerra del Golf es van fer servir els primers sate`l·lits de posiciona-
ment per guiar pel desert els soldats americans (vegeu [22]), tot i que nome´s es podia assegurar
la cobertura durant 12 hores, degut principalment al nombre de sate`l·lits llavors orbitant.
Posteriorment, amb l’obertura del mercat a aquest sistema es van comenc¸ar a distribuir mas-
sivament aquests posicionadors en diferents productes (cotxes, vehicles na`utics o directament
com a dispositiu de posicionament) al gran pu´blic; davant d’aixo` el govern nord-america` va
considerar que existia perill per a la seguretat nacional, per la qual cosa va decidir, de manera
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unilateral, encriptar primer part del missatge que els sate`l·lits envien al receptor (error anomenat
anti-spoofing), i despre´s afegir soroll al rellotge del sate`l·lit (error anomenat selective availabi-
lity).
Aquests dos errors han suposat durant molt de temps disposar d’un sistema molt per sota de les
seves capacitats; efectivament, si be´ un sistema de posicionament GPS pot donar precisions de
fins als 2-3 metres treballant en dues frequ¨e`ncies, aquests errors intencionats sobre els inputs
del sistema podien fer-lo cre´ixer fins al centenar de metres.
Curiosament, o no, l’anunci europeu d’un sistema de posicionament propi (Galileu) va fer dis-
parar les alarmes al govern nord-america`, ja que o`bviament existeix un negoci entorn l’u´s que la
poblacio´ mundial fa del seu sistema. Aixo` va significar la retirada del segon error (S/A), amb la
qual cosa es va tornar a precisions de l’ordre de metres. D’altra banda, en nombroses ocasions
diferents governs nord-americans han anunciat la imminent retirada del primer error (A/S), tot
i que mai s’ha arribat a concretar cap solucio´.
Parella a aquesta evolucio´ funcional que ha patit el sistema GPS, hi ha hagut tambe´ una evolu-
cio´ te`cnica sobre diversos aspectes relacionats amb la descripcio´ de la tecnologia (vegeu [23] o
[24] entre d’altres). Aquesta, pero`, s’ha basat gairebe´ completament en temes relacionats amb
el modelatge dels diferents errors de que` estan afectats els diferents inputs amb que` treballa el
sistema. Efectivament, sorolls interferents com el produı¨t a l’ionosfera han sigut a`mpliament
estudiats (vegeu [25]) i modelats. D’altra banda, l’esquelet subjacent a la teoria (entorn ma-
tema`tic sobre el que descrivim el nostre sistema) ha restat inalterable des de la seva primera
formulacio´. Es prenen com a va`lides solucions euclidianes a les equacions de posicionament
adherint correccions en cas que sigui necessari, i de fet e´s ben cert que tal sistema respon ex-
cel·lentment a les expectatives.
Dit aixo`, hom es pot preguntar per que` no s’han intentat establir les mateixes equacions en
marcs fisico-matema`tics que siguin me´s fidels a l’entorn fı´sic avui dia conegut. Efectivament,
l’arribada de la teoria de la relativitat (de la ma` de fisics i matema`tics com Albert Einstein,
David Hilbert, Henri Poincare´ i altres) va significar un canvi profund de marc matema`tic on
descriure els feno`mens fı´sics. Si be´ abans es tenia una concepcio´ de l’entorn fı´sic galileana (on
sı´ existeix un concepte de relativisme galilea`, pero` on el temps e´s absolut), amb l’entrada de la
relativitat especial, i posteriorment la general, es passa a un model 4-dimensional on s’ajunten
en un mateix concepte les idees d’espai i de temps. E´s justament aquest concepte de continu
espai-temps el que imposa la nocio´ de relativitat einsteniana que coneixem avui dia, i que trenca
amb un concepte tan arrelat a la fı´sica cla`ssica com intuı¨tiu: el temps e´s relatiu a l’observador
que el mesura.
Les primeres passes que es donen en la deduccio´ de la teoria general de la relativitat van ser re-
alitzades per Henrik A. Lorentz en els seus treballs sobre la covaria`ncia de l’electromagnetisme
de Maxwell (vegeu [26]). Efectivament, Lorentz demostra` com les lleis de Maxwell depenien en
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darrera insta`ncia de la velocitat, amb la qual cosa les tranformacions de Galileu feien trontollar
la teoria. Paral·lelament, el matema`tic i fı´sic Jules Henri Poincare´ deduı´ un grup de transforma-
cions (grup que de fet engloba les transformacions de Lorentz) afins a la teoria d’Einstein.
D’altra banda, alguns experiments cientı´fics topaven amb la teoria de Newton sobre les lleis de
l’univers; la suposada existe`ncia d’un medi invisible (e`ter) o el feno`men de l’aberracio´ estel·lar
no eren explicats de manera satisfacto`ria mitjanc¸ant les eines de que` disposava la meca`nica
newtoniana. Tot aixo` va afavorir l’aparicio´ de la teoria de la relativitat, que no nome´s proporci-
onava explicacions a aquests feno`mens fins ara incomprensibles, sino´ que a me´s va realitzar una
se`rie de prediccions tals com la perllongada vida de certes partı´cules provinents de l’espai ex-
terior (muons), o me´s recentment el diferent pas del temps dins de vehicles espacials (sate`l·lits
orbitals). Tot plegat ha comportat una constant comprovacio´ de resultats entre teoria i expe-
rimentacio´; aquesta tasca va patir moltes limitacions a l’inici, i e´s que les desviacions que la
teoria relativista prediu respecte al model cla`ssic acostumen a ser proporcionals al quadrat del
quocient entre velocitat relativa de l’objecte a estudiar i velocitat de la llum, factor molt petit en
la majoria de casos (els principals resultats positius que es van aconseguir als orı´gens van ser el
de l’aberracio´ estel·lar i la precessio´ del periheli de Mercuri, vegeu [26]).
No e´s fins a l’explosio´ tecnolo`gica de la de`cada dels ’50 amb l’aparicio´ dels primers accelera-
dors que es pot comenc¸ar a posar a prova de manera precisa aquestes desviacions. E´s de fet en
aquest context que el sistema GPS es presenta com una opcio´ ideal on fer comparacions entre
teoria cla`ssica i relativista. Efectivament, els diferents ritmes temporals que estableixen amb-
dues teories (la primera prediu un pas del temps constant i inalterable, la segona dependent de
la velocitat de l’observador) provoquen diferents mesures de posicionament, i per tant podem
comparar ambdo´s resultats (sobre un receptor fix de posicio´ coneguda) i extreure’n el model
me´s fidel a la realitat.
Tots aquests canvis conceptuals tenen, evidentment, repercussions sobre el model matema`tic
que hom ha d’emprar per descriure el mo´n fı´sic. Efectivament, passem d’una geometria emi-
nentment euclidiana a una on el temps de l’objecte observat s’alenteix segons la velocitat d’a-
quest, o on es poden corbar les trajecto`ries considerades rectes. Totes aquestes implicacions
justifiquen un estudi del sistema GPS en entorns relativistes, i una posterior comparacio´ de re-
sultats entre model cla`ssic i relativista. El lector pot preguntar-se si realment aquest estudi no ha
estat ja realitzat. L’autor, d’entre la bibliografia consultada entre la qual es troben les principals
obres de refere`ncia (vegeu bibliografia), no ha trobat cap text on es reformulin les equacions
de posicionament en models relatvistes. Sı´, pero`, s’han trobat nombroses publicacions on s’ex-
posen els efectes que la relativitat infringeix sobre les equacions del sistema GPS (vegeu [18],
[17] o [20] entre d’altres), i aquestes, o`bviament, han hagut de ser extretes d’una reformulacio´
relatvista; tot i aixo`, no s’ha trobat aquesta formulacio´ explı´cita.
El motiu principal d’aquesta manca pot ser que hom pot considerar que estudiar un cas com
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el present no dista tant d’estudis ja existents sobre dina`mica relativista (per un estudi de ge-
ode`siques en espai-temps corbats vegeu [1], [2] i [3] principalment), per la qual cosa es referen-
cia la bibliografia ja existent.
Sigui com sigui, la motivacio´ principal d’aquest treball e´s la de donar un esquema matema`tic
plausible que descrigui amb rigor les equacions del sistema GPS sobre models relativistes,
centrant-se sobretot en els aspectes me´s purament matema`tics (geometria de l’espai-temps i
me`triques associades) i deixant de banda temes me´s purament te`cnics com l’estudi dels errors
en aquet nou model (per explicacions detallades vegeu [12], [11] o [25], entre d’altres).
Finalment comentem que en els darrers temps, amb motiu de la creacio´ del sistema de posici-
onament Galileo, s’estan desenvolupant estudis eminentment teo`rics d’un sistema de posicio-
nament intrı´nsecament relativista dut a terme principalment pel professor Bartolome´ Coll, del
SYRTE (Syste`mes de Re´fe´rence Temps-Espace), que eviti les correccions relativistes, justa-
ment per estar basat en els principis de la relativitat general.
Tot i que so´n formulacions u´nicament teo`riques, donen una visio´ nova als mecanismes de po-
sicionament avui dia coneguts. Aquest sistema no es basa en el principi de triangulacio´ del
sistema GPS, sino´ que fa u´s de 4 emissors inercials que viatgen per l’espai-temps (per me´s de-
talls vegeu [27] i [28]).
A continuacio´ es fa un breu resum de cadascun dels capı´tols de que` consta aquest treball.
Capı´tol 2
En aquest capı´tol es donen els principals elements amb que` es treballa en geometria diferencial.
Efectivament, tal i com es comenta al llarg del treball, la relativitat general, i per a alguns aspec-
tes l’especial, requereixen una formulacio´ intrı´nseca, sense haver de definir espais on puguin
viure els nostres espais. La geometria diferencial s’encarrega de reformular tots els conceptes
rellevants de la geometria de corbes i superfı´cies, aquest cop pero` fent u´s de representacions de
l’espai en qu¨estio´ mitjanc¸ant un atles que el parametritzi.
Aixı´ les coses, i a tall d’exemple, considerem l’esfera n-dimensional, en geometria cla`ssica
aquesta ha de ser representada a Rn+1 per despre´s parametritzar-la i poder aixı´ calcular, per
exemple, la seva curvatura.
Ara be´, per que` no donar una descripcio´ matema`tica de l’esfera de tal manera que sigui intrı´nseca
a ella, e´s a dir, que no hagi de dependre d’un espai on ser dibuixada?
La solucio´ es troba en la topologia de l’esfera, i e´s que donat que aquesta no e´s homeomorfa a
Rn no podrem crear una relacio´ bijectiva i bicontı´nua entre ambdo´s espais. La idea sera` doncs
la de definir dos oberts (en geometria i topologia treballarem en general amb famı´lies d’oberts)
aquest cop sı´ homeomorfes a Rn anomenats cartes de la varietat diferencial i un homeomorfis-
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me per cada obert amb Rn compatibles entre sı´ a la interseccio´.
Al cas particular de l’esfera tenim l’espai Sn ⊂ Rn+1 i els oberts U1 = Sn \ {(0, ..., 1)} i
U2 = Sn \ {(0, ...,−1)}, e´s a dir, l’esfera menys un dels dos pols, i com a homeomorfismes:
ϕ1(x0, ..., xn) =
1
1−xn (x0, ..., xn−1) , per x ∈ U1
ϕ2(x0, ..., xn) =
1
1+xn
(x0, ..., xn−1) , per x ∈ U2 (1.1)
anomenats projeccions estereogra`fiques, i se’n comprova la compatibilitat demostrant que ϕ1 ◦
ϕ−12 i la seva inversa so´n difeomorfismes.
En general es diu que una varietat diferenciable e´s un espai localment homeomorf a Rn (varietat
topolo`gica) amb una estructura diferenciable en ella definida (vegeu capı´tol 2).
Per altra banda, sobre aquestes varietats, en tant que localment representables per espais eucli-
dians, hi podrem definir objectes com camps vectorials, formes diferencials, camps de tensors...
Fetes aquestes definicions, ens interessara` definir operadors diferencials sobre els objectes que
puguin ser definits a la nostra varietat diferencial. Efectivament, sera` de gran intere´s cone´ixer
el comportament d’un cert tensor sobre la nostra varietat, o la orientacio´ del vector tangent al
llarg d’una corba respecte els eixos coordenats de l’espai tangent a cada punt.
E´s per aixo` que donarem la definicio´ d’alguns operadors que ens faran servei al llarg del treball,
com la derivada de Lie d’un camp tensorial (i en particular d’un camp vectorial o 1-forma di-
ferencial) segons un cert difeomorfisme, la me`trica definida sobre la varietat i la seva connexio´
associada, etc.
Capı´tol 3
En aquest capı´tol ens interessarem per la descripcio´ cla`ssica del sistema GPS. Quan diem des-
cripcio´ ens referim tant a un repa`s exhaustiu del funcionament te`cnic del sistema GPS (en tots
els seus segments) com a una descripcio´ matema`tica del que podem considerar espai-temps
prerelativista.
Per a la primera part d’aquest capı´tol seguim fidelment la lı´nia marcada per [12] definint:
• El problema de posicionament GPS: expliquem en quin principi es basa el sistema de
posicionament, aixı´ com les seves mancances. Resumim l’estructura del senyal que fa
servir el sistema.
• Estructura del sistema GPS: detallem de quins segments esta` format el sistema GPS, aixı´
com les seves funcions, relacions entre ells i jerarquia. A me´s donem exemples dels
missatges que el sate`l·lit envia al receptor.
• Sistema de refere`ncia emprat pel sistema GPS: expliquem quines so´n les refere`ncies tant
espacials com temporals que pren el sistema per representar les seves mesures.
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• Decripcio´ de les equacions orbitals dels sate`l·lits GPS: exhaustiva revisio´ dels ca`lculs a fi
que, donades unes efeme`rides, el receptor pugui calcular, respecte el sistema de refere`ncia
abans esmentat, la posicio´ del sate`l·lit amb el temps.
• Errors del sistema: detallem cadascun dels errors que es tindran en compte al model final
per donar la ma`xima precisio´ als nostres resultats.
A la segona part d’aquest capı´tol donem una descripcio´ matema`tica del que s’ente´n per espai-
temps galilea`, i tot que alguns autors en fan una descripcio´ en termes de fibrats (vegeu [4] pa`gs
528-547), aquı´ seguim la lı´nia marcada per [13].
Tı´picament s’acostuma a dir que a l’espai-temps no hi han ni orı´gens ni direccions privilegiades,
e´s per aixo` que la nostra descripcio´ espaciotemporal escull com a refere`ncia els espais afins, on
no hi ha orı´gens prefixats, i nome´s es compta amb un conjunt de punts A modelable sobre,
aquest cop sı´, un R-espai vectorial on sı´ hi haura` un origen respecte el qual donar coordenades
de posicions.
Es defineixen per altra banda operadors sobre el nostre espai-temps vectorial u´tils per a ca`lculs
posteriors (i necessaris per poder dir que treballem amb un espai me`tric) com la projeccio´ tem-
poral, la qual indirectament ens do´na la definicio´ de l’espai V (s) d’esdeveniments simultanis
(concepte ba`sic en aquest i posteriors capı´tols), o la me`trica que sobre V (s) definim per tot a s.
Finalment, a la darrera part d’aquest capı´tol donem una solucio´ d’acord a les definicions ante-
riors d’espai-temps de les coordenades de recepcio´. Seguim una lı´nia pro`pia que do´na major
consiste`ncia que el trobat en publicacions sobre el tema al model d’espai-temps que estem con-
siderant. S’ha seguit un proce´s constructiu, on hem, primer, definit coses com la derivada al
nostre espai V (s), despre´s calculat aquest vector per al cas del raig de llum, i finalment integrat
per trobar la longitud de la corba. Al resultat trobat s’hi han aplicat els me`todes habituals per
linealitzar el me`tode de ca`lcul de la solucio´ (desenvolupaments de Taylor i aproximacio´ per
mı´nims quadrats).
Capı´tol 4
En aquest capı´tol existeixen clarament dues parts diferenciades. D’una banda donem els con-
ceptes introductoris ba`sics per a l’estudi de la relativitat especial. S’ha volgut donar rigor ma-
tema`tic en les definicions i comentem aspectes com les transformacions de Lorentz, la me`trica
de Minkowski o la natura dels raigs de llum. Es comenc¸a aquesta primera part donant fe dels
conflictes teo`rics que l’espai-temps galilea` (i les seves transformacions) provoquen sobre cer-
tes lleis de l’electromagnetisme. Es defineix una transformacio´ de Lorentz Λ com aquella que
mante´ invariant la forma quadra`tica x2 + y2 + y2 − c2t2, i a rao´ d’aquestes transformacions es
tracten alguns feno`mens exo`tics que trenquen amb la intuı¨cio´ de la fı´sica cla`ssica. Per acabar
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aquesta primera part, es do´na una descripcio´ matema`tica de l’espai-temps de Minkowski, donant
la seva estructura diferenciable, la me`trica que en ell hi definim (raonant el perque` d’aquesta
me`trica) i definint una orientacio´ temporal que permeti a qualsevol observador diferenciar entre
esdeveniments futurs i passats.
En la segona part d’aquest capı´tol ens preocupem d’aplicar els conceptes explicats a la primera
part per al nostre cas concret. Tal i com hem explicat al capı´tol 3, el sistema GPS es modela
sobre un sistema de refere`ncia solidari al gir de la terra, aixı´ doncs necessitem, primer de tot,
canviar el sistema coordenat del tensor me`tric de l’espai-temps pla de Minkowski a un sistema
de coordenades en rotacio´. Aixı´ arribem a un tensor com:
g = dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdλ2 + 2r2ω sin2 λdt− (c2 − r2ω2 sin2 θ)dt2
Un cop coneixem la me`trica amb que` treballarem prosseguim calculant l’expressio´ de le corbes
geode`siques en aquest espai, es a dir, aquelles trajecto`ries del nostre espai-temps que complei-
xen∇γ˙(τ)γ˙(τ) = 0. Finalment elaborem un proce´s mitjanc¸ant el qual s’arriba a l’equacio´ de les
coordenades de recepcio´ segons el temps de la terra, el qual ha sigut desenvolupat ı´ntegrament
en aquest treball. El resultat final i me´s important d’aquest capı´tol e´s:
(Xˆr −Xs)2 + (Yˆr − Ys)2 + (Zr − Zs)2 = c
2trec
2
1− r2recω2
c2
Es fan tambe´ alguns apunts sobre els protocols que haurien de seguir els mecanismes de sincro-
nitzacio´ entre receptor i emissor.
Capı´tol 5
En aquest darrer capı´tol de desenvolupament fem una descripcio´ del model d’espai-temps tenint
en compte el camp gravitatori produı¨t per la terra (obviem el soroll gravitatori produı¨t per la llu-
na i el sol). Inicialment considerem l’espai-temps esta`tic de Schwarzschild, a on es te´ en compte
la deformacio´ que la prese`ncia d’un cos massiu esfe`ric i esta`tic provoca. Es fan alguns estudis
sobre aquesta me`trica, s’expliquen les seves coordenades (ja que tot i que pugui semblar que
so´n les esfe`riques habituals no es ben be´ aixı´) i alguns efectes espaciotemporals curiosos, tals
com la inversio´ espai/temps que es produeix en entrar en cossos super-massius (forats negres) o
la curvatura infringida sobre les trajecto`ries inercials que passin a prop d’aquests cossos.
Posteriorment prenem com a me`trica una me´s adient per al nostre cas, i e´s que no es pot oblidar
que el planeta terra te´ velocitat angular, per la qual cosa estarem en un escenari diferent, con-
cretament haurem de tenir en compte la me`trica de Kerr. Mitjanc¸ant aproximacions, com que
el moment angular de la terra J e´s petit en front de la massa de la terra m, s’arriba a que fent
servir la me`trica de Schwarzschild amb coordenades en rotacio´ s’obte´ un model prou acurat,
CAPI´TOL 1. INTRODUCCIO´ 8
tenint en compte els nivells de precisio´ exigits avui dia pel sistema GPS. La me`trica en concret
amb que` treballarem e´s:
g = (ω2r2 sin2 θ − c2H)dt2 − 2ωr2 sin2 θdφrdt+ r2 sin2 θdφ2r +H−1dr2 + r2dθ2
Finalment, a la darrera part d’aquest capı´tol resolem la trajecto`ria que seguira` un raig de llum
tangencial a la terra, i estudiem quantitativament la desviacio´ que aquest patira`. Entenent que
aquest sera` el de major curvatura (raig tangencial a la terra) demostrem com podem menysprear
aquesta desviacio´ de la trajecto`ria en endavant. A me´s, donem la relacio´ entre el pas del temps
(coordenada t) i el radi de la trajecto`ria (coordenada r), arribant al conegut efecte Shapiro
generalitzat, e´s a dir, sense imposar que el raig sigui radial, sino´ amb qualsevol orientacio´
respecte al receptor, que ens acaba revelant l’equacio´ de posicionament per a raigs de llum en
cas de prese`ncia de camps gravitatoris:
(Xˆr −Xs)2 + (Yˆr − Ys)2 + (Zr − Zs)2 = c
2τr
2
1− 2Gm
rrec
− rrec2ω2
c2
Es fan a me´s comentaris sobre la validesa de les aproximacions que s’han anat duent a terme al
llarg d’aquest desenvolupament i sobre si l’equacio´ solucio´ respon als nivells de precisio´ exigits
avui dia pel sistema GPS.
Capı´tol 6
En aquest darrer capı´tol comentem els resultats obtinguts al llarg del treball, tot comparant-
los amb els objectius inicials que ens havı´em marcat.
Capı´tol 2
Elements de geometria diferencial
E´s ben sabut que la matema`tica usada principalment en la relativitat so´n les eines de la geometria
diferencial.
En aquest capı´tol ens proposem revisar els conceptes me´s ba`sics i generals de la teoria, per tal
que el lector pugui seguir correctament els plantejaments efectuats al llarg del treball. Si be´ e´s
cert que existeix abundant literatura sobre aquest tema, hem volgut fer aquest treball de manera
autocontinguda, de tota manera referim al lector a [5] o [6] per una visio´ me´s rigorosa i a`mplia.
S’ha seguit la notacio´ present a [6].
2.1 Varietats diferenciables
En termes generals, una varietat diferenciable e´s un espai topolo`gic localment homeomorf aRn.
Sent me´s rigorosos en la definicio´, una varietat diferenciable de dimensio´ n i classe C∞ e´s un
espai topolo`gic M de Hausdorff que admet una base numerable d’oberts, juntament amb una
classe d’equivale`ncia d’atles C∞ de dimesio´ n.
Paral·lelament, un atles C∞ de dimensio´ n en un espai topolo`gic M e´s una famı´lia de parells
{(Ui, φi)}i∈I , on:
• Ui e´s un obert de M per tot i.
• φi : Ui → Rn e´s una aplicacio´ contı´nua tal que: φi(Ui) e´s un obert de Rn i φi : Ui →
φi(Ui) e´s un homeomorfisme.
• La col·leccio´ d’oberts {Ui}i∈I recobreixen tot l’espai, e´s a dir M =
⋃
i∈I Ui.
• I per tot i, j, Ui
⋂
Uj 6= 0, φj ◦ φ−1i e´s de classe C∞.
9
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Com a exemples, tot obert de Rn e´s una varietat diferenciable amb l’estructura diferenciable
induı¨da per la cano`nica de Rn. Per contrapartida el subespai de R [0, 1] no e´s una varietat dife-
renciable (sobre els extrems de l’interval no hi podrem definir homeomorfismes amb Rn).
Les funcions component φi de φ les anomenem coordenades de la carta , i a la funcio´ φj ◦ φ−1i
se li diu canvi de coordenades entre els sistemes de φi i de φj .
2.1.1 Aplicacions diferenciables
Sigui f : M → N una aplicacio´ contı´nua entre varietats (e´s a dir, l’antiimatge de tot obert en N
e´s obert enM ), direm que f e´s diferenciable si per tot parell (U, φ) carta deM i tot parell (V, ψ)
carta de N , l’aplicacio´ ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(f−1(V ) ∩ U) ⊂ Rm → ψ(V ) ⊂ Rn e´s diferenciable,
e´s a dir, comprovem la diferenciabilitat en la representacio´ que de cada varietat fem a Rm i Rn
respectivament.
Concretament, si N e´s l’espai R, el qual evidentment e´s una varietat amb l’estructura diferenci-
able la cano`nica, es diu que f e´s una funcio´ diferenciable. El conjunt de funcions diferenciables
es representa per F(M), i e´s immediat veure que la suma, producte per un escalar i producte
entre funcions so´n operacions tancades en F(M), aixı´ doncs F(M) te´ estructura de R-a`lgebra
commutativa.
Finalment, es defineix un difeomorfisme com una aplicacio´ diferenciable f : M → N la qual
te´ inversa i aquesta al seu torn tambe´ e´s diferenciable.
2.1.2 Espai tangent
Definim una derivacio´ en el punt p ∈ M com un operador Dp : F(M) → R entre els espais
indicats que compleix per tot parell de funcions f1, f2 ∈ F(M) les segu¨ents condicions:
• Dp(f1 + f2) = Dp(f1) +Dp(f2)
• Dp(λf) = λDp(f)
• Dp(f1 · f2) = f1(p)Dp(f2) +Dp(f1)f2(p)
i denotarem com Dp(M) el conjunt de derivacions de F(M) en el punt p, el qual te´ estructura
d’espai vectorial. Definim l’espai tangent a M en el punt p com l’espai vectorial Dp(M), el
qual habitualment el denotarem per TpM .
Si inicialment considerem el cas trivial M = Rn, amb {x1, ..., xn} les funcions coordenades,
l’espai D0(Rn) ' Rn, i l’element ( ∂∂xi )p e´s una derivacio´ a Rn en el punt p = 0. Es pot provar
a me´s que { ∂
∂x1
, ..., ∂
∂xn
}p formen una base de l’espai tangent TpM .
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Corbes diferenciables sobre la varietat
Primer de tot, definim una corba en una varietat diferenciable M com una aplicacio´ diferencia-
ble:
γ : (a, b)→M , on a < b (2.1)
Es defineix el vector tangent a la corba γ(t) en el punt γ(t0) (o a t = t0) com:
γ˙(t0)(f) =
d(f ◦ γ)
dt
|t=t0 (2.2)
i mitjanc¸ant les condicions de derivacio´ que hem donat abans es veu com γ˙(t0) ∈ Tγ(t0)M .
L’expressio´ en coordenades d’aquest vector tangent, segons l’atles que haguem definit a la
varietat, e´s:
γ˙(t0) =
n∑
i=1
d(xi(γ))
dt
|t=t0 ·
∂
∂xi
|γ(t0) =
n∑
i=1
x˙i(t0) · ∂
∂xi
|γ(t0) (2.3)
I es pot demostrar que tot element Dp ∈ TpM e´s igual a γ˙(t0), per a alguna γ, amb γ(t0) = p.
L’aplicacio´ lineal tangent
Considerem f : M → N una aplicacio´ (entre varietats) diferenciable, definim l’aplicacio´ lineal
tangent que denotem per (df)p : TpM → Tf(p)N , com:
((df)pD)(α) := D(α ◦ f) , ∀α ∈ F(N) (2.4)
i es pot demostrar que, essent D de l’espai de derivacions TpM , (df)p(D) pertany a l’espai de
derivacions Tf(p)N .
Amb aquestes identificacions podem definir una base per l’espai tangent directament sobre la
varietat. Efectivament, definim l’element i-e`sim de la base de l’espai tangent TpM com:(
∂
∂xi
)
p
= (dφ)−1
(
∂
∂xi
)
0
, on φ(p) = 0 (2.5)
on φ e´s l’homeomorfisme associat a l’obert. I direm que { ∂
∂x1
, ..., ∂
∂xn
}p e´s una base de l’espai
tangent a un punt p ∈ U .
Canvis de coordenades
Considerem una certa varietat M amb un atles definit ({Ui, φi}i∈I), i encara un segon atles
({Vj, ψj}j∈J). Suposem dos oberts, un de cada famı´lia, amb interseccio´ no nul·la. Primer de
tot cal remarcar que les operacions que fem sobre la varietat sempre aniran referides a l’espai
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euclidia` que ens serveix per representar-lo, per tant si operem sobre la varietat Sn no ho farem
sobre l’espai Rn+1 on viu, sino´ sobre la seva projeccio´ estereogra`fica a Rn.
Dit tot aixo`, si volem canviar el sistema coordenat { ∂
∂xi
}p a { ∂∂yi}p ho haurem de fer mitjanc¸ant
ψ ◦ φ−1, i donat que ambdues col·leccions de derivacions pertanyen al mateix espai (TpM ) es
complira`: (
∂
∂xi
)
p
=
∑
j
µji
(
∂
∂yj
)
p
(2.6)
Fent u´s de (2.5) sobre aquest sumatori s’arriba a:(
∂
∂xi
)
p
=
n∑
j=1
(
∂(yj ◦ ψ ◦ φ−1)
∂xi
)
(φ(p)) ·
(
∂
∂yj
)
p
(2.7)
2.2 Camps vectorials
L’espai tangent, en tant que espai vectorial, podra` albergar vectors, i si considerem la totalitat
d’espais tangents a la varietat, obtenim el fibrat tangent de M , TM =
⊔
p∈M TpM . Llavors
definim un camp vectorial diferenciable X com l’assignacio´ d’un vector tangent a cada punt.
Usant coordenades s’expressara`:
Xp =
n∑
i=0
λi(p)
(
∂
∂xi
)
p
, p ∈M (2.8)
on les funcions λi so´n diferenciables.
Donat un camp vectorial diferenciable, una corba integral d’aquest e´s una corba γ : (a, b)→M
tal que:
γ˙(t) = Xγ(t) , ∀t ∈ (a, b) (2.9)
e´s a dir, te´ per vector tangent el camp vectorial X en tots els seus punts. En general, les
equacions diferencials que definiran un cert camp vectorial X segons les seves corbes integrals
sera` com:
dx1
dt
= λ1(γ(t))
... (2.10)
dxn
dt
= λn(γ(t))
2.2.1 Flux d’un camp vectorial
Si tornem a considerar el camp vectorial diferenciableX , a aquest li correspon un flux φ, que e´s
una aplicacio´ diferenciable φ : (a, b)× U → M , on 0 ∈ (a, b) i p ∈ U , tal que φp(t) = φ(t, p)
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e´s la corba integral de X per p ∈ U .
Sobre el concepte de flux d’un camp vectorial hi ha les segu¨ents definicions:
• es compleix φ˙p(t) = Xφp(t)
• φ e´s tal que φ(t + s, p) = φ(t, φ(s, p)), que e´s la propietat de grup (al flux tambe´ se
l’anomena grup uniparame`tric local de transformacions).
• Un campX es diu complet si el seu flux pot estendre’s aR×M . Si la varietat e´s compacta
tot camp vectorial e´s complet.
• Fixant t ∈ R, φt(p) e´s un difeomorfisme en l’obert on estigui definit. Si X e´s complet
tenim un grup de difeomorfismes (segons el para`metre t) de M en M
2.2.2 La derivada de Lie
Siguin dos camps vectorials diferenciables X, Y amb sengles fluxos {φt}, {ψs}. Per ser cadas-
cun la corba integral del corresponent camp sabem que es compleix:
(dφt)p(Xp) = Xφt(p) (2.11)
(dψt)p(Yp) = Yψt(p)
per tot t on estiguin definits els fluxes.
Coneixent aquest resultat, definim la derivada de Lie en el punt p com:
(LXY )p = lim
t→0
1
t
(
Yp − (dφt)(Yφ−t(p))
)
(2.12)
El clauda`tor de Lie
Siguin dos camps diferenciables qualssevol X, Y , definim el clauda`tor de Lie [X, Y ] ∈ X(M)
com l’u´nic camp vectorial en M que compleix:
[X, Y ](f) = X(Y (f))− Y (X(f)) , ∀f ∈ F(M) (2.13)
Es pot demostrar que [X, Y ] = LXY .
El clauda`tor de Lie compleix una se`rie de propietats:
• [X,X] = 0
• [λX1 + µX2, αY1 + βY2] = λα[X1, Y1] + λβ[X1, Y2] + µα[X2, Y1] + µβ[X2, Y2]
• [X, Y ] = −[Y,X]
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• [X, f · Y ] = X(f) · Y + f · [X, Y ]
• [g ·X, Y ] = g · [X, Y ]− Y (g) ·X
• [X, [Y, Z]] + [Z, [X, Y ]] + [Y, [Z,X]] = 0 (Identitat de Jacobi)
I l’expressio´ en coordenades del clauda`tor de dos certs campsX =
∑
i λi · ∂∂xi ,X =
∑
j µj · ∂∂xj
e´s:
[X, Y ] =
∑
i,j
(
λi
∂µj
∂xi
· ∂
∂xj
+ µj
∂λi
∂xj
· ∂
∂xi
)
(2.14)
2.3 Els tensors
A continuacio´ parlarem d’un objecte matema`tic rellevant que acostuma a apare`ixer en desenvo-
lupaments de fı´sica teo`rica: els tensors.
Abans de fer cap defincio´ formal, recordem al lector que fins ara hem definit, entre d’altres co-
ses, el concepte de varietat com a espai entorn en el que descriurem els feno`mens fı´sics i el seu
espai tangent associat en el que definirem els objectes diferencials que ens sembli conveninent
(derivacions per exemple). Les derivacions, tal i com les hem definit, so´n objectes que actuen
sobre elements de F(M), e´s a dir, funcions diferenciables de M en R tal com:
X(f) =
n∑
i=0
Xi
∂f
∂xi
, f ∈ F(M) (2.15)
i aquesta accio´ e´s R-lineal.
Per altra banda hem definit l’anomenat fibrat tangent TM de la varietat, i al seu torn podem
definir el fibrat dual de TM , denotat per (TM)∗ =
⊔
p∈M (TpM)
∗.
Sembla prou coherent considerar la definicio´ d’operadors sobre els espais tangent i cotangent, i
espais producte d’aquests, e´s a dir:
S : TpM ×i ...× TpM × (TpM)∗ ×j ...× (TpM)∗ −→ R (2.16)
(X1, ..., Xi, ω1, ..., ωj) 7−→ T ((X1, ..., Xi, ω1, ..., ωj))
i l’u´nica cosa que exigirem e´s que siguin R-multilineals (que e´s tant com considerar que les
funcions component so´n R-lineals).
Ara be´, algebraicament e´s me´s senzill tractar amb operadors lineals que no pas multilineals, i
d’aquı´ prove´ l’intere`s pels tensors.
Definim un tensor k-vegades covariant i l-vegades contravariant com una aplicacio´ multilineal:
S : TpM × ...× TpM × (TpM)∗ × ...× (TpM)∗ −→ R (2.17)
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I tal i com hem dit ens agradaria fer-ne de S una aplicacio´ lineal. Doncs be´, S factoritza de
manera u´nica a Sˆ a trave´s del producte tensorial τ , essent Sˆ lineal si i nome´s si S e´s multilineal,
i el segu¨ent diagrama e´s commutatiu:
×kTpM ×l (TpM)∗ R
⊗kTpM ⊗l (TpM)∗
-S
?
τ





3
Sˆ
on l’espai producte tensorial prove´ d’establir una relacio´ d’equivale`ncia sobre l’espai vectorial
generat pels elements de ×kTpM ×l (TpM)∗.
Per tant, si considerem la col·leccio´ d’elements (k1X1, ..., kiXi, h1ω1, ..., hjωj) la linealitzacio´
del producte tensorial ens assegura:
Sˆ(k1X1, ..., kiXi, h1ω1, ..., hjωj) =
∏
n,m
knhm · Sˆ(X1, ..., Xi, ω1, ..., ωj) (2.18)
Finalment, ens proposem estendre el tensor aixı´ definit arreu de la varietat. Aixı´ doncs, de-
finirem un camp tensorial com una aplicacio´ que a cada punt p ∈ M li assigna una funcio´
multilineal Sp : ×kTpM ×l (TpM)∗ −→ R, i si considerem la constant multiplicativa a ca-
da espai tangent com una funcio´ continua sobre M , Sˆ e´s F(M)-lineal. El camp tensorial e´s
diferenciable si S(X1, ..., Xi, ω1, ..., ωj) e´s una funcio´ diferenciable sempre que els elements
X1, ..., Xi, ω1, ..., ωj ho siguin.
El fet de poder linealitzar l’aplicacio´ sobre l’espai producte no e´s de franc, efectivament, el
nombre d’elements de la base (elements de l’espai linealment independents que generen l’es-
pai) creix de n · (k + l) a n(k+l).
2.3.1 Base de l’espai producte tensorial
Considerem la base de l’espai TpM { ∂∂x1 , ..., ∂∂xn}p, es pot demostrar que la base de l’espai dual
(TM)∗ e´s {dx1, ..., dxn}p (ho demostrem a la segu¨ent subseccio´), i en aquestes bases un tensor
com el descrit tindra` la forma:
a =
j1,...,jl∑
i1,...,ik
λi1,...,ikj1,...,jl
∂
∂xi1
⊗ · · · ⊗ dxjl (2.19)
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on λi1,...,ikj1,...,jl ∈ F(M) i hem fet u´s de l’anomenat conveni de sumacio´ d’Einstein.
En textos de fı´sica s’acostuma a definir un tensor com un operador que segueix el segu¨ent canvi
de coordenades:
λi1,...,ikj1,...,jl = µ
β1,...,βk
α1,...,αl
∂yα1
∂xj1
· · · ∂x
ik
∂yβk
(2.20)
que e´s justament el canvi que hem definit uns apartats enrere.
2.3.2 Tensors d’intere`s
La definicio´ que acabem de donar de tensor e´s potser massa abstracta si el que pretenem tot se-
guit e´s definir tensors concrets i fer-ne u´s. Aixı´ que a continuacio´ donarem la definicio´ d’alguns
tensors d’intere`s com a exemple de la forma concreta que tenen alguns tensors importants en
matema`tiques o fı´sica teo`rica
Formes diferencials
Recordem de nou el concepte d’espai dual. Fins ara, i en ordre a correspondre el que en aquest
capı´tol ensenyem amb els resultats que en deriven a capı´tols posteriors, l’espai sobre el qual
treballem e´s TpM i la base que hem escollit per representar-lo e´s { ∂∂x1 , ..., ∂∂xn}p. Ara suposem
una certa funcio´ f ∈ F(M), de manera que (df)p : TpM −→ TpR ∼= R, e´s a dir, (df)p ∈
homR(TpM,R), o el que e´s el mateix, (df)p ∈ (TpM)∗.
Si ara particularitzem la funcio´ f per la projeccio´ de la component i-e`sima xi observem com es
compleix el segu¨ent:
d(xi)p
(
∂
∂xj
)
p
=
∂xi
∂xj
|p =
{
1 si i = j
0 si i 6= j (2.21)
i donat que per tot i les funcions lineals tangents provinents de les funcions component perta-
nyen a l’espai dual, i que per la condicio´ que acabem de donar es comprova que so´n linealment
independents, la col·leccio´ {dx1, ..., dxn}p formen una base de l’espai dual (TpM)∗.
Aixı´ doncs, una 1-forma diferencial sera` l’element dual al camp vectorial, i doncs sera` una
aplicacio´ tal que:
ω : M −→ ⊔p∈M(TpM)∗ (2.22)
p 7−→ ωp
de manera que cada ωp pertanyi al corresponent (TpM)∗, i que donades unes certes funcions co-
ordenades la forma s’expressi com ωp =
∑
i ωi(p)(dxi)p, on les ωi so´n funcions diferenciables
de U en R.
CAPI´TOL 2. ELEMENTS DE GEOMETRIA DIFERENCIAL 17
Segons aquesta definicio´ e´s immediat veure que efectivament les 1-formes diferencials so´n ten-
sors, en tant que aplicacions de TpM en R. Finalment al respecte de les 1-formes diferencials,
denotem el seu conjunt en la varietat M com Ω1(M), i aquest e´s un R-espai vectorial.
Me`triques
Considerant de nou l’espai TpM , recordem que aquest era R-lineal de dimensio´ n, una me`trica
e´s tota aplicacio´ bilineal g : TpM × TpM −→ R sime`trica i no degenarada (e´s a dir, que
g(u, v) = 0 per tot u⇔ v = 0).
Direm que una certa base {e1, ..., en} de TpM e´s ortonormal si:
• g(ei, ej) = 0 , ∀i 6= j
• g(ei, ei) = 1
Me`triques habituals de la fı´sica so´n l’euclidiana g = dx2 + dy2 + dz2, on la varietat e´s l’espai
ordinariR3, o la me`trica de Minkowski g = dx2+dy2+dz2−c2dt2, on la varietat e´s l’anomenat
espai-temps de Minkowski identificat amb R4.
En relacio´ a la me`trica existeix un objecte matema`tic de notable importa`ncia anomenat conne-
xio´. Una connexio´ e´s una aplicacio´ ∇ : X(M) × X(M) −→ X(M), que a cada parell de
camps X, Y els n’associa un altre∇XY , i aquesta satisfa`:
• ∇X(fY ) = X(f)Y + f∇XY , ∀f ∈ F(M)
• ∇fXY = f∇XY , ∀f ∈ F(M)
L’operador connexio´ no e´s un tensor. Permet comparar camps vectorials (i me´s generalment,
tensors) en diferents espais tangents, ja que per exemple la derivada de Lie ha de transportar
el camp (o tensor) d’un espai tangent a un altre per poder fer la comparacio´ (derivada). Una
connexio´ queda completament determinada (en coordenades) pels coeficients Γkij anomenats
sı´mbols de Christoffel definits per:
∇ ∂
∂xi
∂
∂xj
=
n∑
k=0
Γkij
∂
∂xk
(2.23)
En coordenades s’expressa:
∇XY = ∇∑
i λi
∂
∂xi
(∑
j
µj
∂
∂xj
)
=
∑
i
λi
(∑
j
(
∂µj
∂xi
+ µj∇ ∂
∂xi
∂
∂xj
))
(2.24)
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Finalment comentar que, tot i que sobre a`lgebra i ca`lcul tensorial hi han molts resultats in-
teressants, pel que fa al contingut del treball l’autor creu que amb les definicions donades n’hi
ha prou per seguir sense cap problema el contingut del treball.
Capı´tol 3
El sistema GPS cla`ssic
En aquest capı´tol es descriu a`mpliament el funcionament del sistema GPS. Per fer-ho es donara`
una descripcio´ esta`ndard del sistema amb alguns retocs del model per fer-lo me´s similar a la
descripcio´ relativista que es donara` me´s endavant.
Tal i com ja s’ha comentat anteriorment, en aquest apartat es tractaran tant les solucions ge-
ome`triques del model com els errors de que` esta` afectada aquesta solucio´. S’ha seguit la lı´nia
descrita al llibre [12].
3.1 Base del model GPS
El concepte principal entorn del qual gira el sistema GPS e´s, simplement, l’establiment d’un
sistema d’equacions (generalment sobredimensionat) que permeti cone`ixer les coordenades del
receptor en un cert sistema de refere`ncia, i la idea intuı¨tiva que hi rau e´s la de la triangulacio´.
Sigui un cert receptor la posicio´ del qual e´s desconeguda per nosaltres (receptor), nome´s sabem
que es troba en un cert marc de refere`ncia i tenim amb nosaltres un rellotge que ens dictamina el
pas del temps, per tant, fins a aquest punt ens e´s del tot impossible saber les coordenades espa-
cials. Ara imaginem que disposem d’un emissor, la posicio´ del qual e´s coneguda per nosaltres,
quina informacio´ ens pot aportar aquest emissor? D’alguna manera podem provar de trobar la
dista`ncia relativa entre emissor i receptor, i sabent la seva posicio´ en aquest marc de refere`ncia
trobar la nostra. Ara pero` se’ns presenta una nova pregunta, com saber aquesta dista`ncia relati-
va? Ens podem valdre d’alguna magnitud invariant amb la posicio´, com per exemple la velocitat
de la llum (estem prenent, de manera indirecta, altres invariants, com el pas del temps). Sabent
que aquesta val c podem establir un protocol entre emissor i receptor, de manera que cada cert
temps, e´s a dir, de manera perio`dica, l’emissor transmeti cap al receptor un pols, idealment una
delta, actiu. Aixı´, si l’emissor sap que a l’instant t0 l’emissor ha eme`s un pols i ell el rep al t1,
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pot trobar la dista`ncia relativa com:
P =
t1 − t0
c
(3.1)
on denotem aquesta dista`ncia per P (me´s endavant parlarem d’aquest factor com pseudo-
dista`ncia degut a l’afectacio´ de certs errors sobre la mesura).
Un cop sabem aquesta dista`ncia relativa ens proposem trobar la nostra posicio´, pero` observem
que nome´s serı´em capac¸os de fer tal cosa en el que cas que considere´ssim un sistema coordenat
colineal amb l’emissor, ja que en cas contrari ens trobem amb tres inco`gnites: x, y, z. Per tant,
ja observem la necessitat de saber tres dista`ncies alhora per trobar la nostra posicio´ (amb les po-
sicions dels emissors conegudes), concretament en aquest cas se’ns planteja el segu¨ent sistema
d’equacions:
(xr − x1s)2 + (yr − y1s)2 + (zr − z1s)2 = P12 (3.2)
(xr − x2s)2 + (yr − y2s)2 + (zr − z2s)2 = P22 (3.3)
(xr − x3s)2 + (yr − y3s)2 + (zr − z3s)2 = P32 (3.4)
i un cop siguin coneguts els valors P1, P2, i P3 estarem en condicions de resoldre el sistema.
Aixı´ doncs, almenys de manera ideal, nome´s ens caldra` 6 dades per cone`ixer la nostra posicio´:
les posicions de tres sate`l·lits i les seves dista`ncies relatives vers nosaltres. Aixo` que hem
esbossat e´s, pero`, nome´s una idea intuı¨tiva del modelatge que emprarem me´s endavant, ja que
al tractar amb espai-temps hem de definir millor els conceptes de dista`ncia.
Gra`ficament, aixo` que acabem de descriure es pot veure com:
En aquest gra`fic observem com, en comptes d’indicar un punt de solucio´ al problema, es retorna
un conjunt de possibles punts de solucio´, i e´s que, tal i com veurem me´s endavant, les equacions
de posicionament GPS ve´nen afectades per un soroll que aporta un cert grau d’incertesa (la
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magnitud de la qual quedara` determinada pels factors caracterı´stics de tal error, com mitjana o
varia`ncia) a la solucio´ final. A continuacio´ detallem la carcassa que embolcalla el sistema GPS
a nivell d’arquitectura de comunicacions.
3.2 Els segments del sistema GPS
El sistema GPS, en tant que sistema de comunicacions (tot i que e´s una comunicacio´ unidirec-
cional), disposa d’una certa estructura distribuı¨da en segments: segment espacial, de control (o
terra) i d’usuari.
3.2.1 El segment espacial
El segment espacial compta amb una constel·lacio´ de 24 sate`l·lits orbitant la terra amb un
perı´ode de rotacio´ de, aproximadament, 12 hores i una alc¸ada de rotacio´ mitjana d’uns 20000
km. Aquests sate`l·lits segueixen una constel·lacio´ d’o`rbites tal que l’observador sempre veu
almenys quatre sate`l·lits per sobre de 15 graus respecte la lı´nia de l’horitzo´ (tı´picament en so´n
al voltant de 7).
Gra`ficament, la seva disposicio´ e´s tal com:
Aquests sate`l·lits so´n els encarregats de dotar el sistema de refere`ncies espaciotemporals de ma-
nera que, mitjanc¸ant informacio´ provinent d’aquests, siguem capac¸os de saber la nostra posicio´.
E´s important, per altra banda, pressuposar un pas del temps al sistema como`bil dels sate`lits
ide`ntic al de l’ususari (com ja veurem me´s endavant); per poder fer aixo` dotem aquests d’uns
rellotges ato`mics d’alta precisio´ que tinguin errors de l’ordre de nanosegons per cada segon de
la refere`ncia de temps GPS.
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Aixo` permet dotar al segment d’una precisio´, si me´s no en la coordenada temporal, prou gran
com per suposar els errors temporals menyspreables; tot i aixo` disposa de models que permeten
calcular per qualsevol instant aquest error, de manera que l’error temporal es torna fins i tot me´s
petit.
Existeixen diversos tipus de sate`l·lits segons l’edat de llanc¸ament, sistema al qual pertanyen
o funcio´ a la qual estan destinats. Ha d’existir una comunicacio´ perio`dica entre el segment es-
pacial (sate`l·lits) i el segment de control (estacions de control) per refrescar para`metres d’utilitat
per a l’usuari.
El senyal amb que` treballa aquest sistema esta` modulat sobre dues portadores, anomenades
tı´picament L1 i L2, a 1575.42 i 1227.60 MHz respectivament. Sobre aquestes dues portadores
hi modulem senyals bases tals com:
1. Coarse/acquisition code (C/A): aquest e´s l’anomenat codi civil (degut principalment a que
e´s l’u´nic que el govern nord-america` permet fer servir als usuaris civils) i s’hi encabeix
una sequ¨e`ncia que es repeteix cada mil·lisegon amb un chiprate de 1 Mbps. Es modula
u´nicament sobre L1.
2. Precision code (P): aquest codi te´ una major precisio´ que l’anterior i es modula sobre les
portadores L1 i L2. Aquesta sequ¨e`ncia es repeteix cada 266 dies i transporta 10 Mbps.
3. Missatge de navegacio´: aquest senyal es modula sobre ambdues portadores a 50 bps. Es
fa servir aquest senyal per actualitzar dades sobre els sate`l·lits que fem servir.
El gra`fic segu¨ent mostra la construccio´ del senyal GPS:
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Com podem veure, el senyal GPS permet cone`ixer, un cop rebut, l’instant d’emissio´. Aixo` e´s
possible, sense entrar massa en detalls, gra`cies a una se`rie de flags de sincronisme que ajuda a
l’usuari a cone`ixer l’inici de la trama; un cop sabut aixo`, comparem el senyal rebut (l’estructura
del qual e´s coneguda pel receptor) amb una co`pia de l’usuari i els correlem. Gra`ficament, aixo`
es veu com:
on a la primera gra`fica observem la correlacio´ del senyal rebut i la co`pia del receptor (les quals
han de ser ide`ntiques), i podem veure clarament el pic corresponent al desfasament temporal
entre ambdo´s senyals. El gra`fic de sota correspon al correlament de dos senyals diferents (ai 6=
bi), de manera que veiem com es tracta com si fos soroll.
Com a resultat obtenim el temps d’emissio´ com el desplac¸ament que es necessita fer sobre la
nostra co`pia per tal que, tot multiplicant ambdo´s senyals, obtinguem ma`xim nivell energe`tic.
L’equacio´ d’aquest temps e´s tal com:
tem = Max(rrec(t) ∗ rem(−t)) (3.5)
Com a darrer apunt sobre aquest segment, cal recordar (ja s’ha fet esment amb anterioritat) que
els senyals GPS que arriben al receptor estan contaminats per dues menes d’errors:
• S/A: aquest error s’anomena de selective availability i s’injecta de manera intencionada
sobre el rellotge del sate`l·lit. L’objectiu e´s el de degradar el pas del temps per al sate`l·lit
de manera determinada, e´s a dir, coneixent el proce´s pel qual modifiquem el correcte
funcionament del rellotge podem revertir-lo i obtenir un funcionament correcte d’aquest.
Evidentment, aquest proce´s nome´s e´s conegut per l’exe`rcit nord-america` i per personal
autoritzat.
• A/S: en aquest cas aquest error, anomenat anti-spoofing, encripta la informacio´ que trans-
met l’emissor cap als receptors. Evidentment, en el moment en que` no coneixem la
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sequ¨e`ncia emesa per l’emissor ja no podrem correlar-la amb cap mostra coneguda, de
manera que no podrem fer servir els missatges contaminats per aquest soroll. Concreta-
ment, aquest error se suma al codi P, per tant en condicions d’anti-spoofing nome´s podrem
treballar amb el codi C/A.
3.2.2 El segment de control
Com ja hem dit, el sistema GPS no pot funcionar de manera auto`noma, e´s a dir, necessita un
conjunt d’estacions de control que monitoritzin el seu estat i renovin els models que l’usuari
fara` servir com a inputs dels seus algorismes de posicionament. Concretament, les funcions a
que` esta` destinat el segment de control so´n:
• Control i manteniment de la constel·lacio´ de sate`l·lits.
• Predir (simular models) les efeme`rides de cada sate`l·lit del sistema.
• Fixar de manera precisa el pas del temps segons el temps GPS (el concepte de temps GPS
es detallara` en propers apartats).
• Actualitzar els missatges de navegacio´ mitjanc¸ant les noves efeme`rides calculades.
Degut a que el sistema GPS es basa en models admissibles per un periode de temps finit, ne-
cessitem renovar-los de manera perio`dica per dotar al sistema d’una precisio´ o`ptima. D’altra
banda, l’estat de cadascun dels components del sistema (eminentment del segment espacial)
necessiten ser testejats cada cert temps per garantir integritat a la funcionalitat del sistema.
El gra`fic segu¨ent mostra la interrelacio´ entre segment espacial i de control:
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Com podem observar, les estacions de refere`ncia de la terra mantenen cada cert temps comuni-
cacio´ amb els sate`l·lits, refrescant els para`metres d’o`rbita, lı´mits d’integritat (bon funcionament
del sistema), factors com el PRN o IODE (nombres que identifiquen cada sate`l·lit)...
3.2.3 El segment d’usuari
Finalment, dins d’aquest apartat dedicat als segments que constitueixen l’estructura del sistema
GPS, parlarem de l’anomenat segment d’usuari. Aquest segment esta` ba`sicament format pel
receptor GPS, encarregat en darrera insta`ncia de resoldre les equacions GPS; acostuma a estar
format per una antena i una unitat de control encarregada de: entendre els inputs d’entrada,
contenir els algorismes de posicionament, emmagatzemar resultats i interactuar amb l’usuari
(interfı´cie).
El diagrama modular d’un sistema esta`ndard de posicionament te´ el segu¨ent aspecte:
I el que veiem en aquest diagrama com GPS observables so´n els inputs de que` es val aquest
algorisme: els missatges d’observacio´ i de navegacio´.
El missatge d’observacions
Un dels inputs amb que` treballen els algorismes de posicionament GPS so´n els anomenats mis-
satges d’observacions. Aquests proporcionen a l’usuari informacio´ sobre les pseudo-dista`ncies
dels sate`l·lits en aquell moment a la vista. Ba`sicament doncs, treballarem amb els instants de
recepcio´, els identificadors de sate`l·lits (PRN), els pseudo-rangs i les fases acumulades. Segons
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l’antena receptora i la informacio´ emesa podrem treballar tambe´ amb els desplac¸aments Dop-
pler (u´til en casos de receptors en moviment) o d’altres inputs que enviı¨ el sate`l·lit. L’aspecte
tı´pic d’un d’aquests fitxers d’observacio´ e´s tal com:
Aquest fitxer ha de llegir-se segons indica la capc¸alera, i ens mostra dues menes d’observa-
bles en dues frequ¨e`ncies diferents (C1, L1 i P2, L2 respectivament). Aixı´ doncs, observem 8
sate`l·lits a la vista, amb els PRNs indicats i pseudo-rang mostrat a la primera columna.
El missatge de navegacio´
L’altre input amb que` treballa el sistema GPS e´s el l’anomenat missatge de navegacio´. Aquest
ba`sicament proporciona informacio´ a l’usuari sobre para`metres del sate`l·lit com ara: elements
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de la seva posicio´ (que tot seguit comentarem), identificadors, models de la dina`mica del re-
llotge... Aquest s’envia, normalment, cada dues hores, havent l’usuari de renovar les dades del
model. L’aspecte de l’input corresponent a un conjunt de sate`l·lits a una e`poca (instant) concre-
ta e´s tal com:
Tot i que aparentment sigui un conjunt d’informacio´ sense sentit, aquest fitxer segueix una
estructura definida i resumida en el llistat segu¨ent:
• IODE: para`metre que identifica cada sate`l·lit a cada e`poca. Aquest va del 0 al 255
i es refresca a cada e`poca d’emissio´. Normalment el valor d’IODE d’un cert sate`l·lit
s’incrementa en una unitat a cada e`poca d’emissio´, tot i que pot no ser aixı´.
• toe: Aquest para`metre marca el temps de refere`ncia per als para`metres transmesos al
missatge. Hom ha de veure que es transmeten para`metres d’un model amb una vida u´til
limitada, la qual te´ com a refere`ncia aquest temps.
• √a: En aquest cas ens arriba l’arrel quadrada del semi-eix major que dibuixa l’o`rbita del
sate`l·lit. En el proper apartat detallarem me´s aquest para`metre.
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• e: Excentricitat de l’o`rbita, com al cas anterior, al proper apartat detallarem me´s el signi-
ficat d’aquest para`metre.
• Mo: Anomalia mitjana a l’e`poca de refere`ncia toe. Tambe´ aquest para`metre sera` a basta-
ment descrit en l’apartat dedicat al ca`lcul de les coordenades dels sate`l·lits.
• ω: Argument del perigeu. S’anomena perigeu al punt de l’o`rbita del sate`l·lit me´s proper
a la terra. La majoria de para`metres que es donen al missatge de navegacio´ estan referits,
espacialment, a aquest para`metre.
• io: Inclinacio´ del pla orbital respecte al pla XY del nostre sistema de refere`ncia (aquest
es definira` al proper capı´tol). Degut a que les o`rbites no so´n completament planars (prin-
cipalment per culpa dels sorolls gravitatoris de la lluna i el sol) aquesta inclinacio´ varia
amb el temps. Aquest para`metre esta` referit al temps de refere`ncia toe.
• Ω0: Longitud del node ascendent respecte al meridia` de Greenwich. Per node ascendent
s’ente´n el punt a partir del qual les z’s passen a ser positives, e´s a dir, el punt de tall entre
l’o`rbita i el pla XY en el sentit ascendent.
• ∆n: Variacio´ del moviment mitja`. En aquest cas parlem de la variacio´ de la velocitat
angular al llarg del temps, i e´s que, com en el cas del pla orbital, la velocitat angular del
sate`l·lit no e´s constant sino´ que varia en el temps (aquı´ cal entendre que no treballem
en les coordenades polars habituals, sino´ que fem servir un canvi de coordenades r =
a · (1 − e · cosα), molt habitual en el tractament del problema dels dos cossos, que fa
circular l’o`rbita el·lı´ptica en polars).
• i: Variacio´ de l’angle d’inclinacio´. S’enten que, disposant alhora de l’inclinacio´ al temps
de refere`ncia, hem de ser capac¸os de saber en un temps concret posterior el valor d’aquest
angle mitjanc¸ant aquesta variacio´ (evidentment, s’esta` pressuposant un comportament
lineal en el temps com a primera aproximacio´, tot i que realment no e´s aixı´).
• Ω˙: Com en el cas anterior, disposem en aquest cas de la variacio´ de la longitud del node
d’ascensio´ respecte Greenwich.
• cuc,cus: Para`metres correctors de la latitud calculada, segons aproximacions en harmo`nics
esfe`rics.
• crc,crs: Para`metres correctors del radi orbital, segons aproximacions en harmo`nics esfe`rics.
• cic,cis: Para`metres correctors per a la inclinacio´ del pla orbital, segons aproximacions en
harmo`nics esfe`rics.
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Com a darrer comentari sobre aquest missatge, i me´s concretament sobre els para`metres espaci-
als enviats, s’ha de remarcar que estan tots referits a un cert sistema coordenat que comentarem
tot seguit.
3.3 El marc de refere`ncia emprat
Per poder establir la posicio´ de qualsevol punt al nostre espai-temps hem abans de definir unes
refere`ncies sobre les quals treballar. Efectivament, una posicio´ va sempre referida a un origen
i uns eixos coordenats, de manera que acabi expressant aquesta posicio´ com una combinacio´
lineal de 4 vectors unitaris. Evidentment, construir un sistema coordenat de manera teo`rica e´s
forc¸a senzill, nome´s cal triar, dins d’un cert grup, tants elements com ho indiqui la dimensio´
de tal espai de manera que cap sigui combinacio´ lineal dels altres (linealment independents).
Aquest exercici portat a la pra`ctica, i en un entorn tan volumino´s com la terra, pot resultar difı´cil.
A continuacio´ detallem tant el marc temporal com l’espacial que fa servir el sistema GPS.
3.3.1 El temps GPS
Com ja hem dit, un sistema que prete´n posicionar dina`micament necessita definir de manera
molt clara el seu rellotge intern.
Per determinar be´ un eix temporal que permeti interpretar correctament les components tempo-
rals que retorni el sistema, necessitem establir senzillament un origen de temps comu´ conegut
per tothom. Histo`ricament, s’admet com a origen de temps l’inici del calendari cristia`, de mane-
ra que qualsevol esdeveniment vindra` determinat pel temps transcorregut en anys, mesos, dies,
hores, minuts i segons a partir d’aquest origen dels temps.
En el cas del sistema GPS, pero`, es va escollir un altre sistema per simplificar el tractament d’a-
questes dates. Concretament, es passa d’un sistema dividit en anys, mesos, dies, hores, minuts
i segons a un en que` nome´s treballarem amb setmanes i dies GPS; el calendari que es fa servir
de transicio´ e´s el julia` (nom en honor Juli Ce`sar) i te´ com a origen (dia 1) l’1 de gener de l’any
4713 aC (abans de Crist). Es considera, per construccio´, que el dia julia` comenc¸a a les 12 hores
del dia corresponent i la seva fo´rmula de canvi e´s tal com:
JD = int[365.25 · y] + int[30.6001 · (m+ 1)] +DD + UT (hores)
24
+ 1720981.5 (3.6)
on y e´s l’any en calendari civil (cristia`) si el nombre de mesos de la data e´s major o igual a
2 i menys 1 si e´s menor a 2 (en aquest cas el nombre de mesos s’incrementa en 12). Hom ha
d’entendre aquesta fo´rmula considerant els anys de traspa`s, que el nombre de dies del mes varia,
i en terme mig e´s 30.6001, i que entre l’inici de la data juliana i la data civil hi ha 1720981.5
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dies de difere`ncia.
Un cop es te´ el dia en calendari julia` es passa a setmana i dia GPS tenint en compte que aquest
cop l’origen de temps es fixa al 6 de gener de 1980 i fent el mo`dul 7 sobre aquest valor. D’a-
questa manera tenim com a quocient la setmana GPS i com a resta el dia GPS.
3.3.2 Les refere`ncies espacials GPS
En el marc de disciplines com l’astrofı´sica existeixen diversos sistemes de coordenades, entre
els quals destaquen:
1. Conventional Inertial System. Els principals trets caracterı´stics d’aquest sistema so´n que
te´ l’origen al centre de massa de la Terra, l’eix X es troba en la direccio´ de l’equinocci
mitja` de l’e`poca J2000 (1er de gener de l’any 2000), l’eix Z e´s l’eix ortogonal al pla
equatorial i l’Y e´s l’ortogonal als anteriors. L’equinocci e´s el parell de punts de tall entre
el pla equatorial de la terra i l’o`rbita del Sol.
2. Convetional Terrestrial System. En aquest cas l’eix Z coincideix amb l’eix de rotacio´ de
la terra (en terme mig), l’eix X e´s el creat pel tall entre el pla ortogonal a l’anterior i el
meridia` de Greenwich, i l’Y , novament, l’ortogonal als anteriors.
En el cas concret del sistema GPS, el marc de refere`ncia emprat e´s l’anomenat WGS-84 (World
Geodetic System-84), desenvolupat pel departament de defensa nord-america`. Aquest sistema
quedaria com a implementacio´ del segon tipus de sistema de refere`ncia, e´s a dir, del tipus Con-
ventional Terrestrial System.
Un cop definits els punts espacials de refere`ncia per al nostre sistema coordenat, hem de passar
a tindre en compte que la Terra no e´s una esfera perfecta. Efectivament, els moviments rotatoris
d’aquesta fan que s’esclafi pels extrems nord i sud. El que es fa e´s considerar un geoide de re-
fere`ncia per al sistema WGS-84 i poder passar de punts (X, Y, Z) a alc¸ades, latituds i longituds
referides al planeta Terra (geoide). L’aspecte d’aquest e´s com:
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Ca`lcul de les coordenades del sate`l·lit
A continuacio´ donem una recepta concreta per al ca`lcul de la posicio´ de qualsevol sate`l·lit del
qual sapiguem les seves efeme`rides, rebudes pel missatge de navegacio´, tot seguint la lı´nia
marcada per [12].
Un cop sabem amb quin tipus de sistema de refere`ncia espacial treballarem e´s hora de cone`ixer
el procediment per calcular la posicio´ de tot sate`l·lit del qual tinguem efeme`rides.
Les equacions que es plantegen a continuacio´ so´n els anomenats elements keplerians i segueixen
el procediment habitual en la resolucio´ del problema dels dos cossos. Inicialment, calculem el
temps relatiu a la refere`ncia temporal (temps que hem denotat per toe) com:
tk = t− toe (3.7)
A continuacio´ expressem l’equacio´ de posicio´ cla`ssica del problema dels dos cossos:
α− e sinα = 2pi
T
(t− t0)
Ek − e sinEk = M0 + (
√
µ√
a3
+ ∆n)tk
vk = arctan(
√
1− e2 sinEk
cosEk − e )
on la primera equacio´ e´s la cla`ssica amb la notacio´ fı´sica habitual i la segona (totalment equi-
valent a la primera) amb la notacio´ pro`pia del sistema GPS. La tercera equacio´ correspon a
l’anomenada anomalia veritable, e´s a dir, l’angle que descriu el sate`l·lit vist des de la terra.
Aquestes es poden veure al gra`fic segu¨ent:
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Un cop conegudes les anomalies mitjana, exce`ntrica i veritable (Mk, Ek i vk) passem a
calcular el radi descrit entre la terra (centre de masses) i el sate`l·lit. La fo´rmula e´s:
rk = a · (1− e cosEk) + crc cos 2(ω + vk) + crs sin 2(ω + vk) (3.8)
on aquesta equacio´ no e´s altra cosa que el canvi de variables esmentat unes ratlles me´s amunt
corregit segons els para`metres de correccio´ enviats pel missatge de navegacio´.
Finalment, calculem l’argument de la latitud, la inclinacio´ del pla orbital i la longitud del node
ascendent, tots tres valors per al temps tk:
uk = ω + vk + cuc cos 2(ω + vk) + cus sin 2(ω + vk)
ik = i0 + i˙tk + cic cos 2(ω + vk) + cis sin 2(ω + vk)
Ωk = Ω0 + (Ω˙− ωE)tk − ωEtoe
Observant el conjunt d’equacions, ens adonem de la prese`ncia d’harmo`nics a la solucio´; aixo` e´s
degut a que s’han practicat aproximacions per se`ries de Fourier per fer me´s precisos els ca`lculs.
La informacio´ que tenim fins ara e´s: dista`ncia entre terra i sate`l·lit (rk), inclinacio´ del pla orbital
respecte el pla XY (ik), longitud del node ascendent, o desplac¸ament de la recta de tall entre el
pla orbital i el pla XY respecte l’eix X (Ωk), i la longitud del perigeu o desplac¸ament entre el
perigeu i la recta de tall esmentada (uk). Amb aquesta informacio´ podem partir d’una situacio´
inicial, en la qual suposem un sistema de refere`ncia que te´ com a eix X la recta que uneix terra i
sate`l·lit, i transformar-ho en la que ens marca el sistema WGS84. El segu¨ent resultat ens plasma
aquest procediment: XkYk
Zk
 = R3(−Ωk)R1(−ik)R3(−uk)
rk0
0
 (3.9)
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on R3 i R1 so´n les matrius de rotacions habituals en els plans XY i ZX respectivament.
3.4 Les fonts de soroll al sistema GPS
El nostre sistema, com qualsevol sistema de mesures fı´sic, esta` afectat de nombroses fonts de
soroll que injecten incertesa sobre els resultats. A continuacio´ exposem una breu descripcio´ de
cadascun dels errors, les seves causes, els seus efectes i com modelar-los.
Endarrariments de rellotge
Tal i com hem dit anteriorment, si be´ s’ha establert un rellotge ’oficial’ GPS, els rellotges que
fan servir tan l’emissor com el receptor estan afectats de desviacions del model ideal, e´s a dir,
no marquen un pas del temps ideal. En el cas de l’error produı¨t al rellotge del sate`l·lit existeixen
models, els para`metres del qual so´n enviats pel missatge de navegacio´, que permeten corregir
aquest error i fer me´s precises les mesures. Aquest error es mou tı´picament en els centenars de
quilo`metres (ens referim, evidentment, a cdtj , on c e´s la velocitat de la llum al buit i dtj l’error
de rellotge del sate`l·lit j-e`sim) i el seu model e´s:
dtj = a0 + a1(t− t0) + a2(t− t0)2 (3.10)
on t0 indica el temps marcat pel rellotge del sate`l·lit en el moment de l’emissio´ i t el temps
d’emissio´ que el receptor ha calculat com tem = trec − Pc (on P e´s el pseudorang apre`s del
missatge d’observacions), i els para`metres a0, a1, i a2 marquen els para`metres de variacio´ del
model respecte el cas ideal.
El motiu pel qual existeix un model de l’error que pateix el rellotge del sate`l·lit e´s per l’e-
xiste`ncia de les estacions de refere`ncia, les quals van comprovant l’estat de cada sate`l·lit i per-
meten establir models molt acurats del seu comportament.
En el cas del rellotge de l’usuari no existeixen estacions que prediguin l’error que tindra` el temps
que marqui. De fet, no nome´s no podem valer-nos de cap model per al seu ca`lcul, sino´ que la
magnitud d’aquest sera` significativament me´s gran degut a la qualitat d’aquest, i tı´picament
es moura` tambe´ entorn els centenars de quilo`metres. Efectivament, uns apartats enrere hem
especificat que l’u´s de materials com el rubidi o el cesi reporten uns errors petitı´ssims, pero`
evidentment aquests so´n massa cars com per fer-los servir en posicionadors comercials, per
la qual cosa els rellotges construı¨ts tenen una precisio´ me´s petita. Enfront d’aixo`, l’error del
rellotge del receptor esdeve´ una nova inco`gnita a resoldre de les tres que ja havı´em plantejat i
s’acostuma a denotar com dt, o cdt si ho escalem per la velocitat de la llum.
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Correccio´ relativista
Les velocitats relatives de sate`l·lit i receptor afecten, tal i com prediu la teoria de la relativitat
especial, al pas del temps dels rellotges de sate`l·lit i usuari. Per altra banda, sate`l·lit i usuari estan
afectats per un potencial gravitatori diferent, i, tal i com prediu la teoria de la relativitat general,
els rellotges marcaran un pas del temps diferent tambe´ en aquest cas. Les correccions que a
continuacio´ mostrem so´n justament les que es volen eludir en aquest treball, tot desenvolupant
un model intrı´nsecament relativista:
1. Una primera component d’aquest error e´s degut al moviment rotatori de la terra i al dife-
rencial gravitatori entre l’usuari i el sate`l·lit, ambdo´s errors es corregeixen directament al
sate`l·lit:
f ′0 − f0
f0
=
1
2
v
c
2
+
∆U
c2
' −4.464 · 10−10 (3.11)
on f0 e´s la frequ¨e`ncia de treball ideal, f ′0 la frequ¨e`ncia f0 havent aplicat la correccio´, v la
velocitat del sate`l·lit, c la velocitat de la llum i ∆U la difere`ncia de potencial gravitatori
que pateixen sate`l·lit i receptor.
2. La segona component e´s deguda a l’excentricitat de l’o`rbita, i e´s que part de la correc-
cio´ anterior s’extreu suposant o`rbites circulars, suposicio´ que cal corregir amb aquesta
precisio´:
rel = 2
√
µa
c
e sinE = 2
r · v
c
(3.12)
on µ e´s proporcional a la constant de gravitacio´ universal, a e´s el semi-eix major de la
o`rbita i E l’anomalia exce`ntrica.
E´s aquesta segona correccio´ la que ha d’afegir com a error l’usuari a l’equacio´ de navegacio´, el
seu valor acostuma a estar per sota dels 10 metres.
Retard troposfe`ric
L’error troposfe`ric e´s l’endarreriment provocat al raig de llum (aparent) al passar al llarg de la
troposfera en el seu camı´ fins a trobar-se amb l’usuari. La fo`rmula que el descriu, tot i poder ser
molt me´s precisa que la que ara donarem, e´s tal com:
T ij = (2.3e
−0.116·10−3·H + 0.1)
1.001√
0.002001 + sin2(elev)
(3.13)
on elev e´s l’elevacio´ del sate`l·lit respecte a l’usuari segons el pla tangent al geoide en aquell
punt, i H e´s l’alc¸ada sobre el nivell del mar del sate`l·lit.
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Retard ionosfe`ric
L’error ionosfe`ric e´s, com en el cas del troposfe`ric, l’endarreriment aparent del raig de llum pel
seu pas per la ionosfera. En aquest cas, i a difere`ncia del cas anterior, aquest error e´s dispersiu,
me´s concretament inversament proporcional al quadrat de la frequ¨e`ncia de treball (a L1 i L2).
En aquest treball considerarem la combinacio´ ionosfe`rica, que anula aquest error i consisteix en
fer:
PC =
f 21P1 − f 22P2
f 21 − f 22
(3.14)
d’on es veu com l’error ionosfe`ric desapareix.
3.5 Descripcio´ del problema de posicionament GPS
A continuacio´ mostrarem la ressolucio´ de les equacions GPS en l’espai-temps galilea` cla`ssic.
Abans pero`, definirem l’entorn en que` descriurem la resolucio´ del problema.
3.5.1 L’espai-temps galilea`
Per definir matema`ticament l’espai-temps sobre el qual definirem les nostres equacions de po-
sicionament primer hem de copsar-ne una descripcio´ fı´sica.
Imaginem un observador que es troba en un cert punt de l’espai ordinari en un cert instant i
veu com un cos descriu una trajecto`ria. Aquest observador muntara`, prenent com a origen es-
pacial la seva posicio´ i origen de temps el moment en que` ha divisat l’objecte, un cert sistema
de refere`ncia que li permeti relacionar temps i posicio´ de manera biunı´voca. Ara imaginem un
segon observador, esta`tic respecte el primer, situat en un altre punt de l’espai que veu el mateix
feno`men fı´sic i tambe´ el descriu, pero` aquest cop amb unes altres refere`ncies espaciotemporals.
Descriuran el mateix feno`men fı´sic? Un principi de que` fa u´s la fı´sica e´s el principi de cova-
ria`ncia, que diu que dos observadors inercials qualssevol han de descriure el mateix feno´men
fı´sic, cadascun en el seu sistema de refere`ncia; diem doncs que la descripcio´ fı´sica del sistema
(conjunt d’equacions diferencials que determinen la dina`mica del sistema amb el temps) ha de
ser invariant respecte a translacions.
Una transformacio´ com aquesta tindra` la forma segu¨ent:[
x′
t′
]
=
(
1 0
0 1
)
·
[
x
t
]
+
[
x0
t0
]
(3.15)
Ara considerem la situacio´ segu¨ent: imaginem de nou dos observadors situats inicialment en el
mateix punt espaciotemporal, i que per tant, almenys incialment, comparteixen un mateix siste-
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ma de refere`ncia, pero` el segon observador descriu un moviment uniforme (a velocitat constant)
respecte al primer observador de valor ~v = (vx, vy, vz). Per tant en aquesta nova situacio´, el
segon observador tindra` un sistema de refere`ncia canviant respecte el del primer observador se-
gons el para`metre ~v. De nou imposem que tots dos observadors veuran els mateixos feno`mens
fı´sics per ser tots dos inercials (pel pricipi de covaria`ncia), i es diu en aquest cas que la descrip-
cio´ fı´sica del sistema a descriure e´s invariant per boosts (empentes) galileans.
Una transformacio´ com aquesta tindra` la forma segu¨ent:[
x′
t′
]
=
(
1 v
0 1
)
·
[
x
t
]
(3.16)
Finalment considerem el cas d’un cert observador situat en un cert punt espaciotemporal que
descriu segons el seu sistema de refere`ncia els feno`mens fı´sics del seu voltant. Considerem
un segon observador que comparteix l’origen espaciotemporal del sistema refere`ncia, pero` que
te´ els eixos espacials rotats un cert angle respecte els del primer segons una matriu de rotacio´
R; en aquest cas tambe´ imposarem el fet que tots dos descriguin els mateixos feno`mens fı´sics,
cadascun, pero`, segons el seu sistema de coordenades, i es diu en aquest cas que el sistema fı´sic
ha de ser invariant per rotacions espacials.
Una transformacio´ com aquesta tindra` la forma segu¨ent:[
x′
t′
]
=
(
R 0
0 1
)
·
[
x
t
]
(3.17)
En general direm que la nostra descripcio´ de qualsevol sistema fı´sic ha de ser invariant al grup
de transformacions de Galileu, que compre`n les rotacions, translacions i boosts galileans, i que
seran de la forma: [
x′
t′
]
=
(
R v
0 1
)
·
[
x
t
]
+
[
x0
t0
]
(3.18)
A me´s, d’aquestes regles extraiem el fet que no existeixen ni punts ni direccions espaciotempo-
rals privilegiades.
Dit tot aixo`, ens preguntem quin espai pot ser coherent a aquestes presumpcions inicials. Un es-
pai afı´ Amodelat sobre un R-espai vectorial V e´s un conjunt amb una aplicacio´ φ : V ×A→ A
amb les propietats:
1. per tot x, y ∈ A existeix v ∈ V tal que φ(v, x) = y
2. si φ(v, x) = x, llavors v = 0
3. φ(0, x) = x
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4. φ(u+ v, x) = φ(u, φ(v, x)) (propietat de grup)
Al nostre cas, considerarem que l’espai afı´ A e´s un conjunt de punts espaciotemporals sense un
origen prefixat, i que dotar-los d’origen consistira` en escollir un x0 i aplicar el morfisme φ tal
com: φ(v, x0) = x, de manera que tindrem un isomorfisme entre espai afı´ A i espai vectorial V ,
φ(·, x0) : V → A, i es diu que haurem representat l’espai afı´ sobre l’espai vectorial V segons
un cert origen x0.
Per tant podem observar com A sera` l’espai-temps subjancent sense punts ni direccions pri-
vilegiades, i que φ ens connectara` l’espai-temps amb la representacio´ que n’hagi fet un cert
observador en un cert instant.
Traslladant aquesta descripcio´ a l’univers fı´sic que volem representar, identificarem A amb
R3 × R i V amb l’espai R4 tal i com s’exposa a [13].
Dit aixo`, definim la projeccio´ temporal cano`nica com l’operador τ : V → R, actuant com
τ(x; t) = t.
Considerem un punt fix x0 ∈ A, com hem dit, donat aquest punt podem fer una representacio´
de A sobre V , de manera que dotem l’espai afı´ d’una refere`ncia vers la qual col·locar els punts
de A mitjanc¸ant elements de V . Doncs be´, sobre aquesta instanta`nia de l’espai-temps definim
l’espai V (s) com l’espai d’esdeveniments simultanis de la forma:
V (s) = τ−1(s) = {x ∈ V |τ(x) = s} (3.19)
de manera que V (s) representa el conjunt d’elements de V a dista`ncia temporal s de x0, i
evidentment per s = 0 tenim el conjunt d’elements de V simultanis amb x0. Donat que fixant x0
tenim un isomorfisme entre A i V , definim l’hiperpla` afı´ A(s) = φ(x0, V (s)) d’esdeveniments
simultanis.
Prenent la col·leccio´ d’espais d’esdeveniments simultanis A(s) per tot s ∈ R, definirem:
I = {As|s ∈ R} (3.20)
com l’espai afı´ de dimensio´ 1 modelat sobre R que denota l’ı´ndex temporal que identifica cada
espai d’esdeveniments simultanis. Totes aquestes construccions seran independents de l’origen
tant espacial com temporal triat i per tant estaran ben definides. Amb les definicions fetes a me´s
es justifica la identificacio´ que hem fet de A amb R3 × R.
Finalment definim l’espai de velocitats galileanes com:
W = {v ∈ V |τ(v) = 1} (3.21)
E´s directe demostrar que aquest espai te´ dimensio´ 3 i que determina el conjunt de velocitats
possibles de l’espai-temps.
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A continuacio´ ens preguntem per la me`trica que definirem sobre aquest espai. Efectivament,
necessitem dotar de me`trica el nostre espai per poder definir-hi estructures tan ba`siques com
al ca`lcul diferencial, i com hem dit, necessitem que el nostre espai-temps sigui independent de
les accions del grup de transformacions de Galileu. La me`trica que ho compleix e´s la me`trica
euclidiana.
En concret, definim l’operador me`trica g : V (s)× V (s)→ R com:
g(x,y) = x1y1 + x2y2 + x3y3, x,y ∈ V (s) per algun s (3.22)
i en aquesta definicio´ observem que la me`trica estara` definida sobre espais d’esdeveniments
simultanis, i no tindra` doncs sentit parlar de dista`ncies entre punts corresponents a diferents
V (s).
Resumint doncs, definim l’espai-temps galilea` com la qua`drupla G = (A, V, τ, g) on:
• I e´s l’espai 1-dimensional d’instants de l’espai-temps.
• per cada s ∈ I , definim A(s) com l’espai afı´ identificat amb R3 d’esdeveniments simul-
tanis.
• W e´s el conjunt de velocitats possibles i es defineix com W = {v ∈ V |τ(v) = 1}
• τ e´s la projeccio´ temporal cano`nica definida com τ(x; t) = t.
• g e´s la me`trica associada a l’espai-temps i esta` definida com g(x,y) = x1y1 +x2y2 +x3y3
Finalment, definim el concepte d’observador. Un observador sera` un subespai afı´ de A, que
denotem per O, de dimensio´ 1 amb velocitat uniforme vO.
De les definicions que hem donat fins ara s’extreu que si imposem que la dimensio´ d’aquest
subespai sigui 1 es compleix O∩A(s) = {a}, amb a ∈ A(s) per tot s ∈ R, la qual cosa imposa
que un observador nome´s podra` estar en un punt determinat espacial del nostre espai-temps a
cada instant.
Per altra banda, per imposar la condicio´ de velocitat uniforme senzillament fem u´s del conjunt
de velocitats galileanesW abans definit. Donat queO e´s un subespai afı´ unidimensional, el mo-
delarem sobre un espai vectorial U de dimensio´ tambe´ 1 i definirem la velocitat de l’observador
com l’u´nic vector vO ∈ V tal que τ(vO) = 1.
3.5.2 Resolucio´ de les equacions de posicionament GPS
En un principi considerem un sistema de refere`ncia no rotatori, en el qual els espais d’esdeve-
niments simultanis so´n els espais vectorials R3. A me´s, tal i com hem explicat necessitem fixar
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un origen espaciotemporal; en el nostre cas direm que l’origen de temps es troba en l’instant
d’emissio´ i l’origen espacial el centre de la terra.
En un espai com aquest considerarem un trajecto`ria a l’espai-temps recta com aquella tal que la
derivada d’aquesta, ∂x
∂t
, sigui constant. Aixı´ doncs, en el benente´s que un raig de llum segueix
una trajecto`ria recta, les informacions que ens arribin de cada sate`l·lit que vegi l’usuari hauran
descrit camins rectes.
Dit aixo`, imposem el fet que el nostre sistema de refere`ncia espacial e´s rotatori (segons el pla
de rotatcio´ ja descrit anteriorment):
x = x′ cos(ωt)− y′ sin(ωt)
y = x′ sin(ωt) + y′ cos(ωt)
z = z′
t = t′
on x, y, z i t so´n les funcions coordenades al sistema rotatori, aquest difeomorfisme el notarem
com r = ψt(r′), r = (x, y, z) i r′ = (x′, y′, z′). Concretament observem com aquest dife-
omorfisme pertany al grup de transformacions de Galileu, i per tant no trencara` les premises
imposades a l’apartat anterior.
Veiem com mitjanc¸ant el difeomorfisme ψ tenim identificats punts de diferents espais d’esde-
veniments simultanis apuntats per diferents punts de l’espai I (temps). Concretament, aquest
difeomorfisme te´ la propietat de grup, e´s a dir, ψt+s(r′) = ψt(ψs(r′)). Per simplificar l’u´s
de les equacions farem servir notacio´ matricial, tot fent u´s de les matrius de rotacio´ descrites
anteriorment, concretament les de rotacio´ sobre el pla XY :
x = Rω(t) · x′ (3.23)
El que ens proposem e´s calcular la dista`ncia recorreguda pel raig de llum entre dos instants de
temps ben definits, e´s a dir:
ρ =
in∑
i=i0
D(x(ti)) (3.24)
on D(x(ti)) expressa un desplac¸ament diferencial a l’espai V (ti). Donat que el concepte de
dista`ncia esta` ben definit nome´s per a punts d’un mateix espai d’esdeveniments, hem de consi-
derar cadascuna d’aquestes dista`ncies al mateix espai V (s).
Seguirem doncs un proce´s diferencial a on calcularem dista`ncies infinitesimalment properes a
cada V (s) entre dos extrems ben definits. Per fer-ho fem u´s del difeomorfisme definit: conside-
rem un cert punt de la corba x(t0), sabem que en un instant de temps infinitesimalment proper
la corba haura` canviat d’espai V (s), i es trobara` concretament a x(t0 + ∆t), per tant el que
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hem de fer e´s traslladar aquest punt a l’espai d’esdeveniments simultanis indicat per t0 via ψ i
calcular-ne la derivada:
~vt0 =
∂x
∂t
|t=t0 = lim
t→t0
1
t
(x(t0)− ψt0−t(x(t))) (3.25)
on ~vt0 denota el vector tangent a la corba a t0. Amb la derivada ben definida ja podem proseguir
amb el ca`lcul de la longitud de la corba descrita pel raig de llum.
A continuacio´ ens preocupem de com calcular el mo`dul de cada vector calculat, i e´s que encara
necessitem definir una me`trica sobre aquest espai. Per una banda sabem que cada V (s) e´s dife-
omorf a R3, i podem escollir-ne un com a refere`ncia (refere`ncia temporal de I), concretament
l’indicat per tem.
En aquest espai, per ser el de refere`ncia i difeomorf a R3, podem definir-hi la me`trica euclidiana
habitual:
gt0 = gR3 = dx
′2 + dy′2 + dz′2 (3.26)
Per altra banda, sabem que tot V (s) del nostre espai-temps esta` connectat al de refere`ncia
mitjanc¸ant el difeomorfisme ψ, i per tant podem fer un traslladat de la me`trica ψ∗−t(gt0), en
tant que tensor, de l’espai de refere`ncia a qualsevol altre del nostre espai-temps, concretament
tenim:
gt = ψ
∗
−t(gt0)
dx′ = dx cos(ωt) + dy sin(ωt)
dy′ = dx sin(ωt)− dy cos(ωt)
dz′ = dz
amb la qual cosa la me`trica a l’espai apuntat per t e´s tal com:
gt = (dx cos(ωt)− dy sin(ωt))2 + (dx sin(ωt) + dy cos(ωt))2 + dz2
gt = dx
2 + dy2 + dz2
Aquest resultat ens mostra quelcom que ja sabı´em: el difeomorfisme que relaciona els dife-
rents espais d’esdeveniments simultanis de l’espai-temps e´s una isometria, e´s a dir, gt0(u, v) =
gt(ψ(u), ψ(v)), on suposem els vectors u i v referits a l’origen.
Un cop havent definit la me`trica procedim a calcular de manera explı´cita la longitud de la corba
a l’espai-temps. Per fer-ho ens valem de la fo`rmula cla`ssica per al ca`lcul de longituds de corbes:
ρ =
∫ t1
t0
√
gt(x˙, x˙)dt (3.27)
Arribats a aquest punt ja podem comenc¸ar a pregutar-nos per la forma exacta que tindra` l’e-
quacio´ de la trajecto`ria descrita pel raig de llum eme´s cap a l’usuari. En el cas d’un sistema
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no rotatori l’equacio´ d’aquest raig e´s l’habitual per a lı´nies rectes: x′(t) = (C1 + C2t, C3 +
C4t, C5 + C6t). Per arribar al cas del sistema rotatori senzillament farem servir com a pont el
difeomorfisme descrit anteriorment:
x = (C1 + C2t) cos(ωt)− (C3 + C4t) sin(ωt)
y = (C1 + C2t) sin(ωt) + (C3 + C4t) cos(ωt)
z = C5 + C6t
i tot escribint aquest sistema en format matricial (fent u´s de les matrius de rotacions ja descrites
anteriorment) tenim:
γ(t) = Rω(t) ·
C1 + C2tC3 + C4t
C5 + C6t
 (3.28)
Al seu torn, el vector tangent d’aquesta trajecto`ria s’expressara`:
~vt0 =
∂γ(t)
∂t
|t=t0 = lim
t→t0
1
t
(γ(t0)− ψt0−t(γ(t))) (3.29)
Per calcular aquesta derivada hem d’aplicar la propietat de grup del difeomorfisme ψ a (3.28):
ψt0−t(γ(t))) = ψt0(ψ−t(γ(t))) = Rω(t0) ·Rω(−t) ·Rω(t) ·
C1 + C2tC3 + C4t
C5 + C6t
 =
= Rω(t0) ·R−1ω (t) ·Rω(t) ·
C1 + C2tC3 + C4t
C5 + C6t
 = Rω(t0) ·
C1 + C2tC3 + C4t
C5 + C6t

Fent u´s d’aquest resultat a (3.29) i identificant γC(t) =
C1 + C2tC3 + C4t
C5 + C6t
 obtenim:
~vt0 = lim
t→t0
1
t
(Rω(t0) · γC(t0)−Rω(t0) · γC(t)) = Rω(t0) · lim
t→t0
(
1
t
(γC(t0)− γC(t)) =
= Rω(t0) · ∂γC(t)
∂t
|t=t0 = Rω(t0) ·
C2C4
C6

Donat que aquest procediment el podem aplicar per qualsevol t0, veiem com la derivada de
la trajecto`ria del raig de llum va rotant, i de manera implı´cita observem com e´s el transport
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paral·lel en aquest espai.
A continuacio´ procedim a calcular el mo`dul del vector ~vt trobat mitjanc¸ant la me`trica de l’espai
V (t) que indiqui el para`metre t:
gt(~vt, ~vt) = (C2, C4, C6) ·RTω(t) ·
 1 0 00 1 0
0 0 1
 ·Rω(t) ·
C2C4
C6
 (3.30)
i sabent que la matriu Rω(t) e´s ortogonal ∀t ∈ R obtenim:
gt(~vt, ~vt) = C2
2 + C4
2 + C6
2 (3.31)
Aplicant aquest resultat a (3.27) obtenim el recorregut del raig de llum:
ρ =
∫ t1
t0
√
gt(~vt, ~vt)dt =
∫ tb
ta
√
C2
2 + C4
2 + C6
2dt =
√
C2
2 + C4
2 + C6
2(tb − ta) (3.32)
i arribats a aquest punt e´s hora d’aplicar condicions inicials del problema. Per poder cone`ixer
la solucio´ d’aquest problema necessitem saber la posicio´ inicial dels sate`l·lits, informacio´ cone-
guda segons hem vist a anteriors apartats:
ρ2
(trec − tem)2 = C2
2 + C4
2 + C6
2
,
C2 =
Xˆr −Xs
tr
, C4 =
Yˆr − Ys
tr
, C6 =
Zr − Zs
tr
on ρ e´s el que abans hem anomenat pseudo-rang, pero` ara lliure de soroll, i Xˆr i Yˆr so´n les
components del raig en l’instant d’emissio´. La regla de canvi per a l’instant de recepcio´ vindra`
donada per:
Xˆr = Xr cos(ωtr) + Yr sin(ωtr)
Yˆr = Yr cos(ωtr)−Xr sin(ωtr)
on el para`metre tr e´s l’anomenat temps de tra`nsit, i es calcula com tr = trec − tem, ambdo´s
expressats segons el temps GPS anteriorment descrit.
Per tant, se’ns presenta un sistema d’equacions (amb tantes com sate`l·lits tinguem a la vista)
a resoldre, a on les inco`gnites seran les variables Xr, Yr i Zr, e´s a dir, la posicio´ del receptor;
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per altra banda comptarem amb la posicio´ del sate`l·lit (Xs, Ys i Zs) i els instants d’emissio´ i
recepcio´ tem i trec. Per tant, el sistema l’expressarem com:
(ρ1)2
(trec−t1em)2 = (C
1
2)
2 + (C14)
2 + (C16)
2
(ρ2)2
(trec−t2em)2 = (C
2
2)
2 + (C24)
2 + (C26)
2
...
(ρn)2
(trec−tnem)2 = (C
n
2 )
2 + (Cn4 )
2 + (Cn6 )
2
(3.33)
on evidentment, els valors de Ci2, C
i
4 i C
i
6 seguiran un patro´ com l’anterior:
Ci2 =
Xˆr −X is
tr
, Ci4 =
Yˆr − Y is
tr
, Ci6 =
Zr − Zis
tr
(3.34)
Un cop enunciades les equacions GPS cal afegir al model fins ara desenvolupat els errors que
hem descrit en anteriors apartats. Efectivament, si be´ aquestes so´n les equacions que relacionen
els inputs de que` disposem amb la posicio´ del receptor en l’instant de recepcio´, la prese`ncia de
diferents fonts de soroll fa que aquesta es vegi distorsionada i s’allunyi de la solucio´ ideal. La
totalitat d’errors que hem considerat (els errors no modelats acostumen a ser considerats com a
soroll guassia` i introduı¨ts al model com a tal) afecten directament al temps d’emissio´ calculat,
i e´s que si tornem a repassar la metodologia per arribar a establir les equacion GPS veurem
com tot es basa en: temps d’emissio´ (para`metre crı´tic) i model d’o`rbita dels sate`l·lits; i com els
models so´n calculats a les estacions del segment de terra e´s al para`metre de temps d’emissio´
des d’on es propaguen la totalitat dels errors descrits, la pregunta e´s com. Per una banda, l’error
en el temps d’emissio´ afecta a la posicio´ calculada de cada sate`l·lit a la vista, ja que aquesta es
fa com Xs(tem + ), en aquest cas, pero`, ens limitarem a corregir directament aquest temps i
calcular novament la posicio´ de cada sate`l·lit, aquest cop per al temps corregit; per altra banda
l’error en el temps d’emissio´ provoca un augment en la dista`ncia recorreguda pel raig de llum
en ∆P = c∆tem, per tant estarem parlant d’un error en la identificacio´ de l’espai V (tem) cor-
responent al temps d’emissio´. Les equacions modificades segons aquest error passen a ser tal
com:
P 1 =
√
(Xˆr −X1s )2 + (Yˆr − Y 1s )2 + (Zr − Z1s )2 + c(dt− dt1) + rel1 + T 1 + ε1
P 2 =
√
(Xˆr −X2s )2 + (Yˆr − Y 2s )2 + (Zr − Z2s )2 + c(dt− dt2) + rel2 + T 2 + ε2
...
P n =
√
(Xˆr −Xns )2 + (Yˆr − Y ns )2 + (Zr − Zns )2 + c(dt− dtn) + reln + T n + εn
(3.35)
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on dt i dti denoten els errors de rellotge, reli l’error relativista, T i l’error troposfe`ric i εi l’error
modelat directament com a gaussiana de certa varia`ncia i mitja 0.
Una simple inspeccio´ del sistema ens diu que aquest no e´s lineal, i e´s que apareixen les pote`ncies
quadrades de les inco`gnites a resoldre. La solucio´ esta`ndard que es do´na e´s la de linealitzar el
sistema mitjanc¸ant aproximacions de Taylor. Aquest procediment implica una pe`rdua de preci-
sio´ i la necessitat de cone`ixer una posicio´ a priori; tot i aixo` a la pra`ctica existeixen solucions
com donar una posicio´ inicial com a mitja de latituds i longituds del conjunt de sate`l·lits, tal que
en dues o tres iteracions es convergeixi cap a la solucio´ o`ptima (existeixen altre solucions, com
el me`tode de Bancroft, que no necessiten posicio´ a priori). linealitzant el sistema aquest resulta
com: 
P 1 − ρ10 + cdt1 − δ1
P 2 − ρ20 + cdt2 − δ2
...
P n − ρn0 + cdtn − δn
 =

Xˆr−X1s
ρ10
Yˆr−Y 1s
ρ10
Zr−Z1s
ρ10
1
Xˆr−X2s
ρ20
Yˆr−Y 2s
ρ10
Zr−Z2s
ρ10
1
...
...
...
Xˆr−Xns
ρn0
Yˆr−Y ns
ρn0
Zr−Zns
ρ10
1


dx
dy
dz
cdt
 (3.36)
on ρi0 e´s la dista`ncia euclidiana a R3 habitual entre la posicio´ a priori escollida i la de cada
sate`l·lit, i δi l’aglutinament de tots els errors en una u´nica variable. Finalment, donat que tre-
ballem amb un sistema sobredimensionat (i de fet estem donant com a solucio´ el conjunt de
punts que tanquen la interseccio´ del conjunt d’hiperplans corresponents a cada equacio´ del sis-
tema) aplicarem els me`todes habituals d’optimitzacio´, e´s a dir, aplicarem el me`tode dels mı´nims
quadrats, per tant la solucio´ al sistema sera` com:
Xˆ = (AtWA)−1AtWY + Xˆ0 (3.37)
on Xˆ e´s la solucio´ estimada (segons el ca`lcul que hem fet, pero`, aquesta solucio´ l’hauriem
de rotar, ja que hem treballat al sistema coordenat per al temps d’emissio´), At e´s la matriu
linealitzada, W e´s l’anomenada matriu de pesos i es calcula com la diagonal dels inversos de
les variances de cada sate`l·lit, i Y e´s el membre esquerra de l’equacio´ (3.36).
Capı´tol 4
Formulacio´ relativista de les equacions
GPS en abse`ncia de camps gravitatoris
En aquest capı´tol ens proposem revisar la descripcio´ de les equacions del sistema GPS, aquest
cop en el marc matema`tic propi de la relativitat especial. Aixı´ doncs es prendran les considera-
cions pro`pies d’aquesta teoria, e´s a dir, sistemes de refere`ncia espai-temporals conformes a les
transformacions de Lorentz i abse`ncia de camps gravitatoris.
La idea e´s la de seguir un proce´s de generalitzacio´, des de marcs en abse`ncia de gravetat (rela-
tivitat especial), cap a un en que sı´ tinguem en compte camps gravitatoris (relativitat general).
Tot i que donarem resultats generals de relativitat especial, proposem al lector la lectura de [10]
i [5], on es donen explicacions me´s detallades de resultats fets servir en aquest capı´tol.
4.1 Cinema`tica relativista
La descripcio´ esta`ndard de la relativitat especial acostuma a venir precedida dels conflictes
teo`rics i experimentals a que` es van veure abocats els cientı´fics de finals del segle XIX i prin-
cipis del XX. Efectivament, discordances com la mesura de la velocitat de la llum segons la
velocitat relativa dels observadors va plantejar als cientı´fics de l’e`poca la necessitat d’haver de
redefinir la meca`nica newtoniana. Einstein, Poincare´, Lorentz i Minkowski, entre d’altres, van
desenvolupar una teoria que deixe´s invariant la velocitat de la llum fos quin fos l’observador,
sempre que aquest se’l considere´s inercial.
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4.1.1 Les transformacions de Lorentz
Un dels principis axioma`tics sobre els que` esta` basada la teoria de la relativitat especial e´s la
invaria`ncia de la velocitat de la llum. Efectivament, considerem un cert sistema de refere`ncia
inercial Σ que observa la trajecto`ria per l’espai-temps d’un raig de llum, aquest observador
mesurara` la velocitat de la llum com:
vl =
∆x
∆t
(4.1)
sempre segons les coordenades d’aquest sistema de refere`ncia. Ara considerem un segon siste-
ma de refere`ncia, amb velocitat relativa al primer v = (vx, vy, vz), i en aquest cas la velocitat de
la llum mesurada per aquest segon observador sera`:
vl =
∆x′
∆t′
(4.2)
De moment presuposem que els temps t i t′ so´n el mateix. Ara be´, per principis de la teoria, la
velocitat mesurada a ambdo´s sistemes ha de ser la mateixa, i prenent com a lligam entre els dos
sistemes la velocitat v obtenim:
x = x′ + vt (4.3)
t = t′
Amb aquest resultat (4.1) esdeve´:
∆x
∆t
=
∆x′ + (vx, vy, vz)∆t
∆t′
= vl + v (4.4)
I imposant que ‖vl‖ = c, on c denota la velocitat de la llum, observem com amb transformaci-
ons galileanes no serem capac¸os d’imposar la invaria`ncia de la velocitat de la llum.
Sent me´s generals, es demanara` que les transformacions admissibles pel nostre model deixin
invariant la relacio´ entre observador i llum, sigui quina sigui la velocitat d’aquest. Aixı´ doncs,
considerem un primer observadorO1 que veu, de nou, un raig de llum en el seu sistema coorde-
nat; suposem a me´s que existeix un segon observador O2 que veu el mateix raig de llum, aquest
cop pero` segons el seu sistema coordenat. Necessitarem que la nostra transformacio´ sigui tal
que:
g(x˙, x˙) = g( ˙(Λ(x)), ˙(Λ(x))) = c2 (4.5)
on x˙ denota la velocitat del raig de llum respecte O1 (prenent com a temps el del sistema), Λ la
transformacio´ lineal del sistema de O1 al de O2 i g la me`trica usual.
Si ara treiem factor comu´ a (4.5) dels diferencials temporals i operem obtenim:
dx2 + dy2 + dz2 − c2dt2 = dx′2 + dy′2 + dz′2 − c2dt′2 = 0 (4.6)
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on dx′ = d(Λ(x)x′) = ∂x
′
∂x
dx + ∂x
′
∂y
dy + ∂x
′
∂z
dz + ∂x
′
∂t
dt, i per tant les transformacions Λ hauran
de ser tals que preservin aquesta forma quadra`tica. Aquesta equacio´ determinara` un invariant
de la teoria, i si apliquem l’altre axioma de la teoria, velocitat lı´mit la de la llum, s’arriba a dir
que tota partı´cula estara` continguda dins el con de llum definit per (4.6).
Si ara imposem un origen espaciotemporal comu´, l’ortogonalitat de la matriu de Λ respecte a
la forma quadra`tica i la invaria`ncia de la velocitat de la llum, tenim que la forma d’aquestes
transformacions, en notacio´ vectorial, e´s:{
~r ′ = ~r + ( 1
α
− 1)~r·~v
v2
− t
α
~v
t′ = − 1
c2α
~r · ~v + t
α
on els sistemes Σ i Σ ′ estan relacionats per la velocitat relativa ~v i el para`metre α correspon al
valor
√
1− v2
c2
(entenent per c la velocitat de la llum al buit). Val a dir que el grup de trans-
formacions de Lorentz te´ dimensio´ 6, pero` per al nostre propo`sit nome´s ens caldran els boosts
galileans considerats.
En general s’acostumen a escollir els eixos d’ambdo´s sistemes de manera que la velocitat relati-
va sigui colineal a l’eix x (e´s a dir, ~v = (v, 0, 0)), i en aquest cas particular obtindrem la segu¨ent
regla de canvi: 
x′ = x−vt
α
y′ = y
z′ = z
t′ = − v
c2α
x+ 1
α
t
i e´s per comoditat que treballarem amb aquest sistema.
A continuacio´ enunciem una se`rie de propietats d’aquest grup de transformacions u´tils per al
seu u´s:
1. Un vector ~r = (r1, r2, r3, r4) de R4 s’anomena temporal (o time-like) si compleix:
(r1)2 + (r2)2 + (r3)2 < c2(r4)2
on aquesta equacio´ queda dins el con de llum abans definit (aixo` equival a imposar com a
velocitat lı´mit la de la llum), que te´ el segu¨ent aspecte:
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Dit aixo`, si observem la forma del con veurem com aquest esta` format per dues compo-
nents connexes, anomenades tı´picament C+ i C− (properament les definirem rigurosa-
ment), unides pel punt espaciotemporal de l’observador O.
2. Les transformacions Λ que considerem mantenen l’orientacio´ temporal dels vectors, e´s a
dir, si des d’un cert sistema de refere`ncia l’esdeveniment P1 e´s anterior a P2, qualsevol
altre sistema de refere`ncia veura` el mateix ordre d’esdeveniments.
4.1.2 Els efectes espaciotemporals de les transformacions de Lorentz
En l’estudi de les transformacions de Lorentz acostumen a tractar-se dos feno`mens relacionats
amb aquests canvis de sistemes de refere`ncia: la dilatacio´ temporal i la contraccio´ espacial.
A l’anterior capı´tol vam constatar que el temps jugava un paper en la construccio´ de l’espai-
temps semblant al d’un ı´ndex que apunta a cada espai d’esdeveniments simultanis, aixo` ho
denota`vem com r(x, y, z; t), i significava que, tot i que podı´em contemplar l’espai-temps com
l’espai producte entre R3 i el temps, el temps era independent de transformacions espacials (la
forma de les transformacions de Galileu e´s justament el que ens diu). A la relativitat especial es
do´na un salt qualitatiu de primera magnitud en aquest sentit, i e´s que en el moment de construir-
se les transformacions de Lorentz ens veiem obligats a tractar la variable temporal com una
component me´s de l’espai-temps, en peu d’igualtat amb les variables espacials, per tal de poder
mantenir la velocitat de la llum com un invariant. E´s doncs en aquest moment que apareixen
grans difere`ncies entre teoria cla`ssica i relativista.
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Dilatacio´ temporal
Considerem dos sistemes de refere`ncia inercials (amb velocitat constant un respecte l’altre) Σ
i Σ ′. Siguin, a me´s, A1 i A2 dos esdeveniments que Σ veu en el mateix punt del seu sistema,
pero` en instants de temps diferents, concretament a t0 i t1, com veura` aquests esdeveniments el
sistema Σ ′?
Com hem dit abans, primer de tot ens cal saber la relacio´ entre ambdo´s sistemes de refere`ncia,
la qual e´s: 
x′ = x−vt
α
y′ = y
z′ = z
t′ = − v
c2α
x+ 1
α
t
i donat que A1 i A2 tenen coordenades respecte Σ (A1, A2, A3, t0) i (A1, A2, A3, t1), Σ ′ veura`
aquests dos esdeveniments segons la regla de canvi ja coneguda:
A11
′ = A
1−vt0
α
A21
′ = A2
A31
′ = A3
t′0 = − vc2αA1 + 1αt0
i

A12
′ = A
1−vt1
α
A22
′ = A2
A32
′ = A3
t′1 = − vc2αA1 + 1αt1
i podem veure directament com el temps transcorregut entre els esdeveniments per al sistema
Σ ′ e´s de t′1 − t′0 = t1−t0√1−v2/c2 , que e´s el valor cla`ssic t1 − t0 pero` escalat pel factor
√
1− v2/c2.
Altres efectes temporals interessants so´n per exemple el trencament de la simultaneı¨tat d’esde-
veniments d’un sistema de refere`ncia a un altre. Efectivament, considerant dos esdeveniments
simultanis per al sistema Σ, amb coordenades (A, 0, 0, t0) i (B, 0, 0, t0), al sistema Σ ′ la di-
fere`ncia temporal deixara` de ser 0 per passar a valer ∆t = − v
c2α
(B − A).
Contraccio´ espacial
Com en el cas anterior, considerem dos sistemes de refere`ncia Σ i Σ ′, ambdo´s inercials. Supo-
sem ara dos esdeveniments vistos per Σ a (A, 0, 0, t) i (B, 0, 0, t), i tot aplicant la transformacio´
de Lorentz pertinent obtenim:
A1′ = A
1−vt
α
A2′ = 0
A3′ = 0
t′0 = − vc2αA1 + 1αt
i

B1′ = B
1−vt
α
B2′ = 0
B3′ = 0
t′0 = − vc2αB1 + 1αt
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Suposarem que els dos esdeveniments so´n simultanis tant aΣ com aΣ ′ per poder considerar co-
herent la dista`ncia entre ells en el mateix espai d’esdeveniments simultanis. Per tant, trobem les
coordenades de cada punt com (A1
√
1− v2/c2− vt′0, 0, 0, t′0) i (B1
√
1− v2/c2− vt′0, 0, 0, t′0),
i arribem a que en Σ ′ aquests dos punts distaran ∆x = (A1 − B2)√1− v2/c2, i observem
com efectivament en aquest altre sistema de refere`ncia les dista`ncies es contreuen pel factor α
ja descrit.
Com hem pogut veure fins ara, les transformacions de Lorentz tenen fortes consequ¨e`ncies so-
bre la manera habitual de mesurar esdeveniments en la fı´sica cla`ssica. Per tant, per tenir ben
definit el nostre sistema de refere`ncia haurem d’imposar la condicio´ de que tots els punts que el
conformin estiguin sincronitzats, o me´s generalment, en coneguem la regla de canvi per poder
establir mecanismes de sincronitzacio´.
4.1.3 L’espai de Minkowski
Com ja s’ha avanc¸at en capı´tols anteriors, la manera de treballar que es te´ al mo´n de la relativitat
(tant especial com general) e´s amb les eines de que` disposa la geometria diferencial. Tal i com
s’apunta al capı´tol 1, una varietat diferencial M queda determinada per les cartes i els homeo-
morfismes amb Rn que conformen la seva estructura diferencial; a me´s, si la volem tractar com
una varietat de Riemann hi hem de definir una me`trica.
Aixı´ doncs, l’espai sobre el qual treballarem sera` la varietat diferenciable de Minkowski M de
dimensio´ 4 que podem identificar amb R4, i per tant podem assumir-hi una estructura diferen-
ciable cano`nica.
A me´s, per definir una me`trica coherent amb les transformacions de Lorentz (les quals, per defi-
nicio´, han de preservar la me`trica) ens fixarem justament en la forma quadra`tica que deixa inva-
riant aquestes transformacions (equacio´ (4.6)): Q(x1, x2, x3, t) = (x1)2 + (x2)2 + (x3)2− (ct)2,
i doncs definirem aquesta me`trica com:
gp(X, Y ) = X
1Y 1 +X2Y 2 +X3Y 3 − c2X4Y 4, ∀X, Y ∈ TpM (4.7)
i es pot comprovar com aquesta expressio´ compleix les propietats d’una me`trica. Per altra
banda, es diu que una varietat amb una me`trica aixı´ definida e´s pseudo-riemanniana per tenir la
me`trica signatura (+ + +−), tambe´ se li acostuma a donar el nom de lorentziana.
Sobre aquesta me`trica, es diu que un vectorX ∈ TpM e´s temporal, o time-like, si−gp(X,X) >
0, i me´s concretament es diu que dos esdeveniments so´n causals quan estan connectats per una
corba que tingui per vector tangent a cada punt un de tipus temporal.
Podem per altra banda dotar la varietat d’orientacio´ temporal, i la manera esta`ndard de fer-
ho e´s definint-hi una relacio´ d’equivale`ncia: considerem dos vectors X, Y d’un mateix espai
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tangent TpM , es diu que so´n equivalents, i es denota per X ∼ Y , si −gp(X, Y ) > 0, doncs be´,
aquesta relacio´ e´s d’equivale`ncia i divideix els vectors de cada espai tangent en dues classes, a
una d’elles li direm classe futur (vectors future-directed) i a l’altra classe passat (past-directed),
concretament direm que un vector e´s future-directed si pertany a la classe d’equivale`ncia de
∂/∂t.
Ara ja disposem d’eines per definir me´s rigorosament el concepte de futur i passat causal. Sigui
p ∈ M i Cp el seu con de llum, la component connexa C+p sera` el futur causal de l’observador
situat a p, i estara` format per tots els punts deM als quals s’hi pugui arribar des de p mitjanc¸ant
corbes les quals a cada punt tinguin per vector tangent un de tipus temporal future-directed:
C+p = {q ∈ M|∃γ : [0, 1]→ M, γ(0) = p, γ(1) = q,−gγ(τ)(γ˙(τ), ∂/∂t) > 0,∀τ ∈ [0, 1]}
(4.8)
Finalment, d’entre els elements de l’espai tangent a la varietat TpM , triem una col·leccio´, que
anomenarem base, amb que` muntem el nostre sistema de refere`ncia tal que compleixin:{
g(ei, ei) = 1 si i = 1, 2, 3; g(e4, e4) = −c2
g(ei, ej) = 0 si i 6= j; e4 ∈ C+
una base aixı´ definida li direm orto-c-normal.
Temps propi d’una partı´cula
En apartats anteriors hem fet pale`s el diferent pas del temps segons la velocitat relativa d’un cert
sistema inercial vers un altre. Existeix un valor de gran importa`ncia en l’estudi de la relativitat
especial i general, aquest e´s l’anomenat temps propi. Suposem que ens trobem a l’origen de co-
ordenades d’un cert sistema de refere`ncia, i que per construccio´ podem contemplar l’existe`ncia
de rellotges a cada punt del nostre sistema. Imaginem ara que en un cert instant marquem el
moment a partir del qual comencem a comptar, i que passat cert temps decidim aturar el marca-
dor, haura` passat un cert lapse de temps ∆t.
Considerem ara l’existe`ncia d’un segon observador en un altre sistema Σ ′, el qual tambe´ vol
mesurar el lapse de temps ocorregut entre ambdo´s esdeveniments, aquest cop mesurant-ho des
del seu rellotge. Per calcular la relacio´ entre ambdues mesures ens valdrem del fet que el pro-
ducte escalar es mante´ sota transformacions de Lorentz: calculem primer el producte escalar del
vector tangent a la corba, en cada punt on estigui definida, que connecta els dos esdeveniments
a Σ P1 = (0, 0, 0, t0) i P2 = (0, 0, 0, t1), que e´s X = (0, 0, 0, 1), com:
gp(X,X) = −c2 (4.9)
i a continuacio´ mesurem la longitud d’aquesta corba com:
d(P1, P2) =
∫ t1
t0
√
−gγ(τ)(Xγ(τ), Xγ(τ))dτ = c(t1 − t0) (4.10)
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on la corba γ(τ) e´s el camı´ que ha seguit l’observador de qui mesurar el temps propi (en aquest
cas concret d’equacio´ γ(t) = (0, 0, 0, t)), i el signe menys de l’arrel l’hem afegit per poder
definir be´ el mo`dul associat a aquesta me`trica.
Si ara volem mesurar aquest mateix lapse de temps des d’un altre sistema de refere`ncia, primer
haurem de trobar l’equacio´ γ(t) aquest cop per a aquest nou sistema de refere`ncia, la qual,
donades les transformacions de Lorentz pertinents, passara` a valer γ′(t) = (− v
α
t, 0, 0, 1
α
t) amb
vector tangentX ′ = (− v
α
, 0, 0, 1
α
), aixı´ les coses, en aquest nou sistema de refere`ncia la longitud
de la corba passara` a valer:
d(P1, P2) =
∫ t1
t0
√
−gγ(τ)(Xγ(τ), Xγ(τ))dτ =
∫ t1
t0
√
c2 − v2
α2
dτ = c(t1 − t0) (4.11)
i observem com efectivament el producte escalar aixı´ definit es conserva sota transformacions
de Lorentz, per tant calcularem el temps propi de qualsevol partı´cula des del nostre sistema de
refere`ncia com:
τ =
d(P1, P2)
c
= t1 − t0 = (t′1 − t′0)
√
1− v2/c2 (4.12)
En el cas, me´s general, en que suposem que la particula no descriu un moviment uniforme, con-
siderarem un procediment infinitesimal en el qual es sumaran els diferencials de desplac¸ament,
per despre´s integrar la corba descrita com:
τ =
d(P1, P2)
c
=
1
c
∫ t1
t0
√
−gγ(t)(Xγ(t), Xγ(t))∂t (4.13)
Per tant, hem pogut veure com el temps transcorregut entre dos esdeveniments sera` mı´nim
en el cas en que` el sistema que el mesuri coincideixi en l’origen amb ells, e´s a dir, que per
a aquest sistema de mesura de temps mı´nim els dos esdeveniments tinguin per coordenades
P1 = (x0, y0, z0, t0) i P2 = (x0, y0, z0, t1), i per qualsevol altre sistema en moviment uniforme
respecte el primer aquest temps augmentara` segons el factor 1√
(1−v2/c2) .
Una altra caracterı´stica important a destacar sobre el para`metre de temps propi e´s que e´s pro-
porcional al para`metre d’arc, e´s a dir, que e´s de la forma τ = k · s + C, on s e´s el para`metre
d’arc i es calcula sempre com:
s(t) =
∫ t
ta
‖γ˙(ζ)‖ dζ (4.14)
i es do´na la circumsta`ncia que en diversos ca`lculs es fa servir aquest para`metre per parametritzar
corbes per les seves propietats.
Els raigs de llum
Dins l’estudi de les trajecto`ries de partı´cules en el marc de la relativitat especial i general, un
cas concret de forc¸a importa`ncia e´s el dels raigs de llum. Tal i com hem dit, forma part dels
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axiomes sobre els que s’assenta la teoria la invaria`ncia de la velocitat de la llum i la seva natura
de velocitat lı´mit. Aixı´ doncs, tenint en compte que la llum viatja precisament a velocitat c com
afecta aixo` a les seves trajecto`ries, mo`dul del vector tangent i temps propi?
La millor manera de respondre a aquestes preguntes e´s estudiar-ne un cas concret, per tant
suposem un raig de llum vist per un sistema inercial Σ que surt del punt de l’espai-temps
A = (A1, A2, A3, t0) i arriba al punt B = (B1, B2, B3, t1). Per tractar amb sistemes iner-
cials (aquesta afirmacio´, pero`, pot estendre’s a casos me´s generals, en que` camps gravitato-
ris deformen l’espai-temps) el raig de llum descriura` una trajecto`ria recta amb vector tangent
X = (c, 0, 0, 1), on hem simplificat el problema considerant que el raig es mou al llarg de l’eix
X . Si ara hi practiquem el producte escalar obtenim:
g(X,X) = c2 − c2 = 0 (4.15)
on veiem com aquest vector te´ norma nul·la. Recordant pero` definicions anteriors, hem dit que
qualsevol vector considerat time-like havia de tenir norma menor que zero, per tant concloem
que, com sospita`vem, els raigs de llum conformen els casos lı´mit de la teoria, i me´s concreta-
ment, les trajecto`ries dels raigs de llum conformaran la frontera del con de llum que hem descrit
anteriorment.Aquest nou tipus de vector l’anomenarem, seguint la convencio´ esta`ndard, light-
like.
Una altra consequ¨e`ncia d’aquest ca`lcul e´s que el temps propi d’un foto´ e´s zero, es a dir, que per
a un raig de llum no passa el temps, per tant, a l’hora de parametritzar la trajecto`ria d’un raig de
llum no ens podrem valdre del seu temps propi, ja que aquest, per ser constant, no es por usar
com a para`metre de corba.
4.2 Resolucio´ relativista de les equacions GPS
A continuacio´ procedim a la resolucio´ de les equacions ja resoltes en l’apartat anterior, aquest
cop fent u´s del marc fı´sico-matema`tic que la relativitat especial ens do´na. Per fer-ho primer
establirem el marc sobre el qual treballar: el disc giratori, posteriorment resoldrem les equacions
geode`siques a l’espai-temps i finalment resoldrem, sobre aquestes geode`siques, les coordenades
d’emissio´ i recepcio´.
4.2.1 El disc giratori. Me`trica i coordenades
Com ja hem apuntat a l’anterior capı´tol, el sistema de refere`ncia (espacial) que es fa servir al
sistema GPS es solidari al moviment de rotacio´ de la terra. Evidentment, degut a que qual-
sevol moviment, en abse`ncia de camp garvitatori, no rectilini e´s accelerat, aquest sistema de
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refere`ncia no e´s inercial.
Tal i com ja hem considerat diverses vegades, per poder determinar completament la varietat
haurem de cone`ixer la me`trica que hi ha definida. Una manera esta`ndard d’arribar a ella e´s con-
siderar inicialment la me`trica de Minkowski i transformar-la al sistema coordenat que ofereix
el disc giratori, i e´s que la me`trica en tant que tensor e´s invariant sota canvis de sistemes de
coordenades.
Aixı´, novament considerem la relacio´ entre sistema giratori i sistema no giratori:
x = x0 cos(ωt) + y0 sin(ωt)
y = x0 sin(ωt)− y0 cos(ωt)
z = z0
t = t
on ara estem considerant com veu un observador, situat a l’origen d’un cert sistema de refere`ncia
inercial, un punt, de coordenades inicial r0 = (x0, y0, z0, 0) movent-se circularment entorn seu.
Si ara, per simplificar, fem u´s de coordenades esfe`riques obtenim:
x = r sin θ · cos(ωt+ λ0)
y = r sin θ · sin(ωt+ λ0)
z = r cos θ
t = t′
i ara nome´s resta aplicar les regles de canvi de coordenades per a tensors entre diferents cartes
(aquı´ estem considerant les coordenades esfe`riques i cartesianes):
dxi =
∂xi
∂r
dr +
∂xi
∂θ
dθ +
∂xi
∂λ
dλ+
∂xi
∂t
dt (4.16)
Fent u´s de la regla de canvi de coordenades arribem al segu¨ent resultat:
g = dx2 +dy2 +dz2−c2dt2 = dr2 +r2dθ2 +r2 sin2 θdλ2 +2r2ω sin2 λdt−(c2−r2ω2 sin2 θ)dt2
(4.17)
Per simplificar-ne el seu u´s, normalment es treballa amb aquesta expressio´ en forma matricial,
de manera que es veu com:
g(r,θ,λ,t) =

1 0 0 0
0 r2 0 0
0 0 r2 sin2 θ r2ω sin2 θ
0 0 r2ω sin2 θ −(c2 − r2ω2 sin2 θ)

(r,θ,λ,t)
(4.18)
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Degut a que en el futur ens fara` forc¸a servei, donem tambe´ l’expressio´ en coordenades cartesi-
anes, aquest cop tambe´ respecte el sistema giratori:
g(x′,y′,z′,t′) =

1 0 0 ωy′
0 1 0 −ωx′
0 0 1 0
ωy′ −ωx′ 0 −(c2 − ω2(x′2 + y′2))

(x′,y′,z′,t′)
(4.19)
Sobre una me`trica aixı´ definida, o millor dit, sobre un sistema de refere`ncia giratori com el
descrit succeixen dos feno`mens vistos anteriorment pero` donats d’una forma nova: asincronia
dels rellotges del sistema i escurc¸ament del dia`metre segons el radi.
Efectivament, considerem un punt immo`bil respecte el sistema giratori, que denotarem per Σ ′,
amb equacio´ de posicio´ p(t′) = (x′0, y
′
0, z
′
0, t
′) i vector tangent associat X = (0, 0, 0, 1), si
calculem el temps propi del punt mitjanc¸ant l’equacio (4.19) obtenim:
τ =
1
c
√
c2 − ω2(x′2 + y′2)(t1 − t0) =
√
1− r
2ω2
c2
t (4.20)
on hem notat r2 = x′2 +y′2 i t = t1− t0 com el pas del temps. Per tant observem com depenent
de com de lluny respecte l’origen es trobi el punt de mesura, el seu temps passara` tant me´s
lentament: e´s diu doncs que els rellotges estan dessincronitzats. E´s, pero`, en aquest cas que
apareix la definicio´ formal de sistema de refere`ncia: aquell en que` coneguem la regla de canvi
per als diferents punts que el componen.
Per veure el feno`men de l’escurc¸ament dels dia`metres dels cercles segons la dista`ncia a l’origen
es fa servir la me`trica purament espacial (vegeu [5], pa`gs 282-283).
4.2.2 Equacions geode`siques de l’espai rotatori
En aquest apartat procedim a resoldre les equacions geode`siques de l’espai rotatori, segons la
me`trica donada a l’apartat anterior.
Tal i com expliquem al capı´tol 1 d’aquest treball, existeixen dues maneres de calcular les equa-
cions geode`siques d’una me`trica concreta. La primera s’extreu de mantenir l’orientacio´ entre
vector tangent de la corba i eixos coordenats a cada espai tangent entre dos punts de la varietat,
i te´ l’aspecte segu¨ent:
∇γ˙(τ)γ˙(τ) = 0 (4.21)
i per tant, la corba γ(τ) que resolgui aquesta equacio´ sera` una equacio´ geode`sica segons la
connexio´ de Levi-Civita. Un desenvolupament d’aquesta equacio´ en components segons un
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cert sistema coordenat do´na:
∇x˙(τ)x˙(τ) =
(
x¨i + Γikrx˙
kx˙r
) ∂
∂xi
= 0 (4.22)
Per entendre aquesta fo´rmula hom ha d’emprar el criteri de sumacio´ d’Einstein, el qual diu que
qualsevol ı´ndex que aparegui repetit com a subı´ndex i superı´ndex ha de ser sumat explı´citament
al llarg del seu rang. Explı´citament doncs, aquest resultat seria tal com:
∇x˙(τ)x˙(τ) =
3∑
i=0
(
x¨i +
3∑
k,r=0
Γikrx˙
kx˙r
)
∂
∂xi
= 0 (4.23)
on Γikr so´n els anomenats sı´mbols de Christoffel de la me`trica (per una definicio´ formal veure
capı´tol 1). Observant aquesta expressio´, pero`, hom ja s’adona de la quantitat de sı´mbols de
Christoffel diferents a calcular. Concretament, i tenint en compte la simetria en la matriu de la
me`trica, hi ha n2(n+ 1)/2 sı´mbols Γikr diferents a calcular, on n e´s la dimensio´ de la varietat.
Afortunadament, i tot i que efectivament el ca`lcul anterior pot fer-se, existeix una segona forma
de calcular geode`siques mitjanc¸ant el ca`lcul variacional. Consisteix a enunciar les equacions
de la dina`mica newtoniana fent u´s del principi dels treballs virtuals entre d’altres eines (la
refere`ncia [13] do´na una visio´ molt entenedora). El resultat so´n les equacions d’Euler-Lagrange,
que tenen com a forma analı´tica la segu¨ent:
d
dt
∂g
∂x˙i
=
∂g
∂xi
(4.24)
on el terme x˙i representa la coordenada i-e`sima del fibrat tangent i g la me`trica pertinent en
aquestes coordenades, considerada com a funcio´ g : TM → R. Mitjanc¸ant la me`trica indicada
per (4.17) obtenim els resultats segu¨ents:
∂g
∂r
= 2rθ˙2 + 2r sin θλ˙2 + 4rω sin2 θλ˙t˙+ 2rω2 sin2 θt˙
∂g
∂θ
= 2r2 sin θ cos θ + 4r2ω sin θ cos θλ˙t˙+ 2r2ω sin θ cos θt˙
∂g
∂λ
=
∂g
∂t
= 0
∂g
∂r˙
= 2r˙
∂g
∂θ˙
= 2r2θ˙
∂g
∂λ˙
= 2r2 sin2 θλ˙+ 2ωr2 sin2 θt˙
∂g
∂t˙
= r2 sin2 θλ˙− (c2 − ω2r2 sin2 θ)
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i aplicant aquests resultats a (4.21) obtenim les equacions diferencials corresponent a les ge-
ode`siques d’aquesta me`trica:
r¨ = rθ˙2 + r sin2 θ(λ˙− ωt˙)2
θ¨ = sin θ cos θ(λ˙− ωt˙)2 − 2
r
r˙θ˙
λ¨ = −2(λ˙− ωt˙)( r˙
r
+
θ˙
tan θ
)
t¨ = 0
Aquestes equacions so´n, a primer cop d’ull, molt complicades de resoldre, i l’u´nica informacio´
que en podem treure, de molta importa`ncia per altra banda, e´s que t = kτ + C, e´s a dir,
proporcional al temps propi, i per tant e´s un para`metre de corba afı´.
A continuacio´ procedim a fer exactament el mateix ca`lcul, aquest cop, pero`, fent u´s de les
coordenades cartesianes, amb la intencio´ de trobar unes expressions equivalents, pero` me´s fa`cils
de tractar. Les geode`siques en aquest sistema coordenat so´n les solucions del sistema:
x¨− 2ωy˙t˙− ωyt¨− ω2xt˙2 = 0
y¨ + 2ωx˙t˙+ ωxt¨− ω2yt˙2 = 0
z¨ = 0
y¨x− yx¨+ 2ω(xx˙+ yy˙)t˙+ ω(x2 + y2)t¨ = 0
Pero` sabent que t = kτ + C aquestes equacions es simplifiquen a:
x¨− 2ωky˙ − ω2kx = 0
y¨ + 2ωkx˙− ω2ky = 0
z¨ = 0
t¨ = 0
on el factor de proporcionalitat k de moment no el calculem, i notem ωk = ω · k.
Aixı´ doncs, tornant al sistema d’equacions observem com aquestes so´n equacions diferencials
ordina`ries de segon ordre, per tant haurem d’emprar les te`cniques esta`ndard per resoldre-les.
Aixı´ doncs imposant solucions gene`riques x = αeκτ i y = βeκτ obtenim:
ακ2 − 2ωkβκ− ω2kα = 0
βκ2 + 2ωkακ− ω2kβ = 0
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i d’aquestes equacions trobem les arrels:
κ = ±jωk (arrels dobles)
α = ±jβ
β = ∓jα
i finalment sabent que les arrels so´n dobles i que els coeficients multiplicatius tenen signe con-
trari tenim les solucions generals:
x = (C1 + C2τ) cosωkτ − (C3 + C4τ) sinωkτ
y = (C1 + C2τ) sinωkτ + (C3 + C4τ) cosωkτ
z = C5 + C6τ
t = kτ + C
i podem adonar-nos de seguida com aquesta e´s la solucio´ trobada al capı´tol anterior per a les
equacions del raig de llum, amb l’u´nica difere`ncia l’escalat de la frequ¨e`ncia. Nome´s resta
aplicar condicions inicials al problema:
C1 = Xs
C2 =
Xˆr −Xs
τr
C3 = Ys
C4 =
Yˆr − Ys
τr
C5 = Zs
C6 =
Zr − Zs
τr
C = 0
on els valors amb barret segueixen la segu¨ent expressio´:
Xˆr = Xr cosωkτr + Yr sinωkτr
Yˆr = Yr cosωkτr −Xr sinωkτr
i aquestes so´n les solucions generals a les equacions geode`siques. Cal advertir al lector, pero`,
que encara no s’ha resolt el problema, en el benente`s que no coneixem encara les coordenades
de recepcio´, que so´n en darrera insta`ncia les que estem buscant.
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4.2.3 Resolucio´ de les coordenades de recepcio´
Un cop tenim la trajecto`ria de les geode`siques que viatgen per l’espai-temps del disc giratori
ens proposem trobar les geode`siques corresponents als raigs de llum.
Tal i com ja hem dit anteriorment, les geode`siques de llum tenen com a caracterı´stica principal
que so´n de norma nul·la. Aixo` significa que si γ(τ) denota la trajecto`ria del raig i Xγ(τ) el seu
vector tangent al llarg de la corba es compleix:
gγ(τ)(Xγ(τ), Xγ(τ)) = 0 (4.25)
i nome´s ens caldra` assegurar aquesta condicio´ per a un punt de la corba, ja que ∇γ˙(τ)γ˙(τ) = 0
assegura el transport paral·lel del vector al llarg de la corba, i aquest conserva el producte
escalar.
Aixı´ doncs, si be´ al capı´tol anterior l’estrate`gia era la de fer servir l’anomenat pseudo-rang, o
pseudo-dista`ncia recorreguda pel raig en el seu camı´ fins al receptor, en aquest cas imposarem
la condicio´ de norma nul·la per trobar les coordenades de recepcio´.
Tornem al sistema d’equacions de geode`siques que hem trobat a l’apartat anterior:
x¨− 2ωky˙ − ωk2x = 0
y¨ + 2ωkx˙− ωk2y = 0
z¨ = 0
y¨x− yx¨+ 2ωk(xx˙+ yy˙) = 0
i tot observant aquestes equacions ens adonem que la 4a es pot expressar com [4] = x·[2]−y·[1].
Per altra banda, imposem la condiccio´ de norma nul·la al vector tangent:
g(X,X) = x˙2 + y˙2 + z˙2 + 2ωkxy˙ − 2ωkyx˙− c2 · k2 + ωk2(x2 + y2) = 0 (4.26)
A continuacio´ fem la segu¨ent construccio´:
[1] · x+ [2] · y = xx¨− 2ωkxy˙ − ωkxy − ωk2x2 + yy¨ + 2ωkyx˙+ ωkxy − ωk2y2 = 0 (4.27)
i aplicant aquesta equacio´ al producte escalar obtenim:
g(X,X) = x˙2 + y˙2 + z˙2 + xx¨+ yy¨ = c2 · k2 (4.28)
equacio´ que e´s equivalent a:
∂
∂τ
(xx˙+ yy˙ + zz˙) = c2 · k2 (4.29)
Havent arribat a aquest resultat (que farem servir tot seguit) procedim a fer el segu¨ent: agafem
les coordenades de les geode`siques x, y i z i sumem els seus quadrats:
x2 + y2 + z2 = (C1 + C2τ)
2 + (C3 + C4τ)
2 + (C5 + C6τ)
2 (4.30)
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i derivem respecte τ aquesta suma:
∂
∂τ
(x2+y2+z2) = 2xx˙+2yy˙+2zz˙ = 2(C1+C2τ)C2+2(C3+C4τ)C4+2(C5+C6τ)C6 (4.31)
Si ara tornem a derivar aquesta expressio´ obtenim:
∂
∂τ
(xx˙+ yy˙ + zz˙) = (C2)
2 + (C4)
2 + (C6)
2 (4.32)
i fent u´s de l’equacio´ (4.29) obtenim finalment:
(C2)
2 + (C4)
2 + (C6)
2 = c2k (4.33)
on hem notat ck2 = c2 · k2.
Si apliquem ara les condicions inicials imposades a l’apartat anterior tenim:
(Xˆr −Xs)2 + (Yˆr − Ys)2 + (Zr − Zs)2 = ck2τr2 (4.34)
que e´s una equacio´ equivalent a la trobada al capı´tol anterior, amb la correccio´ relativista deno-
tada com k.
4.2.4 Consideracions relativistes sobre el segment espacial i d’usuari
Un cop hem trobat les equacions GPS en el marc de la relatvitat especial, fo´ra bo estudiar com
afecta aquest nou marc fı´sico-matema`tic sobre alguns factors que interve´nen en la resolucio´
d’aquestes equacions. Efectivament, temes com el temps d’emissio´, el de recepcio´ o el concepte
de sincronisme entre usuari i sate`l·lit es posen a prova en aquest nou marc.
La relacio´ entre temps inercial i temps al disc giratori
Al llarg de la descripcio´ tant de la solucio´ de les geode`siques com de les coordenades de recepcio´
s’ha fet servir un resultat del que no hem aprofundit fins ara. I e´s que encara no hem calculat
el factor de proporcionalitat k, anem doncs a fer-ho. Considerem de nou la me`trica rotatoria
aquest cop en coordenades esfe`riques:
g = −c2t˙2 + r˙2 + r2(φ˙r − ωt˙)2 (4.35)
on hem reordenat els termes que ja havı´em vist a (4.17) per arribar a aquest resultat.
Considerem un raig que, al sistema no rotatori, arriba radialment, e´s a dir, les coordenades del
qual de latitud i longitud no varien al llarg de la seva trajecto`ria; fent aquesta suposicio´ tenim
φr − ωt = φ = φ0 i per tant l’anterior expressio´ es simplifica a:
−c2t˙2 + r˙2 = 0 (4.36)
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on hem imposat que la trajecto`ria sigui de tipus llum. Finalment, si integrem aquesta expressio´
arribem a:
∆t =
∆r
c
(4.37)
que e´s l’expressio´ cla`ssica, i per tant, si parametritzem l’equacio´ per τ observem com aquest
factor proporcionalitat e´s 1, i com que la forma del temps en termes de τ e´s lineal no dependra`
de l’orientacio´ del raig, per tant aquest resultat pot generalitzar-se a raigs no radials (oblics).
Anem ara a trobar aquest resultat per al temps de la terra.
Com hem pogut veure, el temps al disc giratori e´s una coordenada canviant segons el cercle
del disc on estiguem, e´s a dir, si ens movem dins un cercle conce`ntric a l’origen el temps pas-
sara` de manera uniforme, tot i que diferent a com passara` a l’origen del disc. Suposem doncs
una certa partı´cula que es mou dins un cert cercle de radi r0, amb equacio´ de moviment res-
pecte l’origen del disc γ(t) = (r0 cos(ωt + θ0), r0 sin(ωt + θ0), z0, t) i vector tangent associat
X = (−r0ω sin(ωt+ θ0), r0ω cos(ωt+ θ0), 0, 1). La rao´ per la qual estem estudiant el compor-
tament des de l’origen i no des de el sistema como`bil a la partı´cula e´s justament per cone`ixer
el seu temps propi fent servir la regla (4.13), i aquest temps propi, tal i com ja hem avanc¸at
anteriorment val:
t = τ
√
1− r0
2ω2
c2
(4.38)
on τ e´s el temps a l’origen del disc i t el temps de l’observador de la terra situat en un paral·lel
de radi r0.
El lector haura` observat que dir que fem el ca`lcul des de l’origen del disc e´s dir que ho fem
des del sistema no rotatori, i per tant que estem fent servir la me`trica de Minkowski. Tot i aixı´,
haurı´em pogut considerar el mateix problema des del punt de vista del sistema rotatori, per a
la qual cosa l’equacio´ de la partı´cula hauria esdevingut γ(τ) = (x0, y0, z0, τ) i vector tangent
associat X = (0, 0, 0, 1); amb aquestes dades i la me`trica del disc rotatori calculada, el temps
propi continua donant igual que a (4.38).
Aixı´ doncs observem com els temps dels diferents cercles, de radi r0, conce`ntrics a l’origen del
disc estan relacionats per aquesta equacio´.
La pregunta ara que hom es pot formular e´s la de quina relacio´ s’estableix entre el temps de
la geode`sica trobada i el temps de l’origen del disc, el qual com hem vist s’ha erigit com a
respresentant dels temps del disc. Per una banda sabem que aquesta relacio´ e´s lineal, e´s a dir,
que segueix una forma com t = k · τ +C , i per l’altra que el raig e´s eme`s a l’instant tem i rebut
a trec. Com el que volem modelar e´s l’interval t = tˆ− tem considerarem el temps inicial t = 0
(tˆ = tem) i per tant ja sabem que la constant C e´s ide`nticament 0; per altra banda sabem que,
com hem dit, el raig arriba al receptor a l’instant del seu rellotge t = ttrans (recordem al lector
que al capı´tol anterior hem definit ttrans com el temps de tra`nsit, e´s a dir ttrans = trec − tem), i
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aquest temps vist des de la terra, tot seguint la fo`rmula (4.38), val:
ttrans = τtrans
√
1− rrec
2ω2
c2
(4.39)
aixı´ doncs, en relacio´ a aquest punt podem concloure que la constant multiplicativa k, en relacio´
aquest cop al temps de la terra, val
√
1− rrec2ω2
c2
.
Si ens fixem en la forma del temps del disc en termes del temps de l’origen observem com
efectivament l’usuari que rebi el raig procedent del sate`l·lit considerara` un temps de tra`nsit
menor al que haura` observat un observador al centre de la terra, aquest fenomen se’l coneix
com desplac¸ament al roig o redshift, i es formula com:
fo = fd
√
1− r0
2ω2
c2
(4.40)
on fo e´s la frequ¨e`ncia vista a l’origen del disc (fo = 1τ ) i fd e´s la frequ¨e`ncia vista al cercle de
radi r0 (fd = 1t ).
Aixı´ doncs hi haura` un escalat temporal dels rellotges de la terra (aproximant el contorn de
la terra per una esfera), i concretament, per al cas del pla equatorial (en el qual el radi de la terra
e´s ma`xim) la deriva en el temps respecte l’origen de la terra e´s de ∆ = 0, 0012ns per cada segon
de la terra.
Per altra banda, seguint la regla de canvi temporal entre el temps del centre de la terra i el d’un
observador situat a la superfı´cie d’aquesta, les equacions de posicionament GPS quedaran com:
(Xˆr −Xs)2 + (Yˆr − Ys)2 + (Zr − Zs)2 = c
2trec
2
1− r2recω2
c2
(4.41)
i e´s aquesta l’equacio´ que un observador de la terra haura` d’aplicar per resoldre les coordenades
de posicionament GPS segons el seu temps.
Sincronitzacio´ de rellotges en sistemes no inercials
Al capı´tol anterior hem explicat la importa`ncia del segment de control i la comunicacio´ entre
sate`l·lit i usuari a l’hora d’establir un bon protocol d’emissio´/recepcio´. Efectivament, existeixen
nombrosos para`metres crı´tics com so´n les posicions dels sate`l·lits o els instants d’emissio´ el bon
ca`lcul dels quals depe`n en bona mesura d’aquesta comunicacio´ entre segments del sistema.
Aquest treball esta` orientat al segment d’usuari, per la qual cosa no s’estudiaran les solucions
relativistes de les posicions dels sate`l·lits, tot i que sı´ es poden assumir com a tals. Per altra
banda, hem centrat el ca`lcul de l’instant d’emissio´ en una bona sincronitzacio´ entre usuari i
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sate`l·lit, ja que, tot recordant del capı´tol anterior, aquesta es basava en la consideracio´ de que en
cada cert instant de temps el sate`l·lit emetia informacio´ cap a l’usuari, i aquest segons l’endar-
reriment del senyal calculava el temps d’emissio´, i posteriorment la pseudo-dista`ncia escalant
aquest per la velocitat de la llum.
Tenint en compte, com hem vist, que el temps a la superfı´cie de la terra passa me´s lentament que
al centre d’aquesta se’ns presentara` una discordanc¸a que pot malmetre el nostre protocol de co-
municacions. Efectivament, tal i com hem vist, existeix un desplac¸ament temporal continuat de
0, 0012ns per cada segon de la terra, per la qual cosa el sistema pot arribar a dessincronitzar-se
amb el temps. Per evitar aixo` el sistema, a cada comunicacio´ entre segment de control i espacial
es comuniquen els temps respectius i es treuen les relacions relativistes pertinents, un cop fet
aixo` el sate`l·lit sap que haura` d’aplicar la correcio´ relativista al missatge enviat i al seu temps,
i e´s que el feno`men de redshift faria equivocar al receptor sobre el temps d’emissio´ per con-
traure en el temps aquest missatge. El procediment per cone`ixer aquest factor multiplicatiu que
el sate`l·lit ha d’aplicar al seu rellotge actua segons el segu¨ent procediment: en primer lloc, el
sate`l·lit segueix una o`rbita, i una o`rbita, en relativitat, no e´s altra cosa que la corba geode`sica de
l’espai-temps en que` es trobi el cos en moviment. A part, es diu que qualsevol observador que
segueixi una corba geode`sica en prese`ncia d’un camp gravitatori no notara` la seva prese`ncia.
Amb aixo` volem fer notar que qualsevol observador que viatgi per una geode`sica espaciotem-
poral descriura` el seu entorn segons una me`trica plana de Minkowski, i per tant formara` part
d’un sistema sı´ inercial; podem concloure doncs que el temps segons el rellotge del sate`l·lit sera`
el de qualsevol sistema inercial.
Dit aixo`, sigui τ el temps corresponent a un observador situat al centre de la terra, i sigui τˆ
el temps corresponent al sate`l·lit que viatja entorn la terra. Com hem vist en aquest capı´tol,
aquests dos temps es relacionen mitjanc¸ant l’equacio´:
τ =
τˆ√
1− v2/c2 (4.42)
El lector pero` haura` advertit certa incohere`ncia en aquest darrer plantejament no sense rao´, i e´s
que per una banda estem justificant que el moviment el·lı´ptic del sate`l·lit e´s inercial degut al
camp gravitatori de la terra, pero` per l’altra no considerem la prese`ncia de camps gravitatoris
en aquesta part del treball. Aixı´ doncs, si be´ e´s completament cert que el sate`l·lit e´s como`bil
a un sistema de refere`ncia inercial, considerarem que aquest es mou en un espai-temps pla
(Minkowski) i que per tant el seu moviment no e´s inercial, a me´s considerarem, en ordre a
la simplificacio´, que aquestes o`rbites poden aproximar-se a circumfere`ncies, aproximacio´ prou
bona tenint en compte que les o`rbites GPS tenen una excentricitat menor a 0.02. Assumides
aquestes consideracions la relacio´ temporal entre el rellotge del sate`l·lit i el del receptor sera` tal
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com:
τrec =
√
1− (ωtrrec)2/c2√
1− (ωorsat)2/c2
τsat (4.43)
on rrec e´s el radi del paral·lel on es trobi el receptor i rsat e´s el radi de l’o`rbita del sate`l·lit;
respectivament, ωt e´s la velocitat angular de la terra i ωo la velocitat angular de l’o`rbita del
sate`l·lit en qu¨estio´.
Per tant, tal i com hem dit, el protocol per a assegurar una bona sincronitzacio´ entre usuari
i sate`l·lit sera` la de mantenir una comunicacio´ pero`dica cada cert temps, i alterar segons la
fo`rmula (4.43) el seu temps de rellotge per assegurar un bon funcionament.
Capı´tol 5
Formulacio´ relativista de les equacions
GPS en prese`ncia de camps gravitatoris
En aquest capı´tol ens proposem donar una descripcio´ matema`tica de la resolucio´ de les equa-
cions GPS en prese`ncia de camps gravitatoris. En particular, farem u´s d’una aproximacio´ de
la me`trica corresponent a escenaris de cossos massius amb moment angular (me`trica de Kerr)
mitjanc¸ant una versio´ en rotacio´ (nome´s del sistema de refere`ncia) de la me`trica de Schwarzsc-
hild.
Donarem les equacions diferencials corresponents a les geode`siques de l’espai en rotacio´ de
Schwarzschild i l’equacio´ implı´cita d’un raig de llum caient a la terra, aixı´ com mostrarem com
es corba en prese`ncia de camps gravitatoris.
Finalment, resoldrem l’equacio´ diferencial que relaciona les coordenades r i t, arribant al cone-
gut efecte Shapiro, permetent pero` qualsevol inclinacio´ del raig respecte el geoide (no nome´s
raigs radials). En aquest procediment trobarem a me´s les coordenades de recepcio´ amb les
correccions pertinents.
5.1 La me`trica de Schwarzschild. Una primera aproximacio´
Tal i com hem esmentat en la introduccio´ d’aquest nou capı´tol, la consideracio´ de cossos mas-
sius en el nostre model fa variar greument la geometria espaciotemporal que hem de tenir en
compte.
Considerem una distribucio´ de massa m amb simetria esfe`rica i esta`tica al nostre espai-temps
encara per definir. Fent u´s de les equacions de camp d’Einstein es veu que la me`trica pseudo-
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riemanniana corresponent e´s:
g =
1
1− 2Gm
r
dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2)− c2
(
1− 2Gm
r
)
dt2 (5.1)
i s’anomena me`trica de Schwarzschild en honor al seu descobridor. Val a dir que les coordena-
des amb que` es representa la me`trica de Schwarzschild no so´n les usuals de R4. Per una banda
tenim {θ, φ}, que sı´ so´n les usuals, ara be´, r ja no denota la dista`ncia euclidiana al centre del
sistema de refere`ncia, sino´ que ho relacionem amb l’a`rea de l’o´rbita de transformacions dels
punts de la varietat segons SO(3) (per me´s detalls veure [5]), que ho simplifiquem dient que r
e´s tal que A`rea(Sp) = 4pir(p)
2, on Sp = {α(p)|α ∈ SO(3)}. Consequ¨entment, la coordena-
da temporal sera` aquella tal que el seu camp associat sigui perpendicular (segons g) als altres
camps coordenats ja definits. Finalment comentem al respecte d’aquesta me`trica que s’ente´n
que e´s va`lida per a observadors prou allunyats de la font gravitato`ria com per veure el seu entorn
com un espai pla de Minkowski.
Per a que una me`trica sigui consistent amb la observacio´ ha de ser assimpto`ticament plana, e´s a
dir, que a l’infinit (i en tant que la seva deformacio´ minva amb la dista`ncia al cos massiu) esdeve´
una me`trica de Minkowski. Efectivament, si notem H = 1− 2Gm
r
, observem com:
lim
r→∞
H = 1⇒ g|r→∞ = dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2)− c2dt2 (5.2)
que e´s la me`trica minkowskiana en coordenades esfe`riques vista en l’anterior capı´tol.
Observant la forma que te´ aquesta me`trica ens adonem de seguida que te´ una singularitat a
r = 2Gm, ara be´, donat que aquesta me`trica se’ns presenta com a solucio´ a les equacions
d’Einstein (tensor de Ricci nul) fora de l’estrella estem considerant una singularitat a un radi de
valor 2Gm, la qual cosa vol dir que aquesta nome´s es presentara` en cossos supermassius (cal
doncs una estrella de massa m continguda en un cos esfe`ric de radi menor a 2Gm).
Nome´s com a tı´tol de comentari, en el cas que estiguem estudiant un cos esta`tic amb una relacio´
massa /volum prou alta com per presentar la seva me`trica una singularitat com l’esmentada
s’hauria de fer servir la parametritzacio´ de Kruskal, la qual permet representar diverses zones
de l’espai-temps caracteritzades pel comportament dels vectors de la base.
Tot i que e´s un tema molt ampli, en aquest treball nome´s donarem algunes pinzellades sobre la
natura de l’espai-temps que descriu la me`trica de Schwarzschild.
5.1.1 Caracteritzacio´ d’una base de l’espai tangent a la varietat amb me`trica
de Schwarzschild
En l’anterior capı´tol parla`vem de la base de l’espai tangent com la col·leccio´ a cada punt
{∂/∂r, ∂/∂θ, ∂/∂φ, ∂/∂t}p. De`iem que les tres primeres components representa`ven coorde-
nades espacials i la quarta la temporal, i a me´s havı´em dotat la varietat d’orientacio´ temporal de
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manera que havı´em escollit d’una vegada per totes quins eren els punts de l’espai-temps futurs i
passats respecte un cert observador. Per fer aixo` vam establir una relacio´ d’equivale`ncia segons
la qual els vectors que avancessin en la mateixa direccio´ que ∂/∂t els considera`vem future-
directed, ara be´, en el cas de me`triques com les de Schwarzschild definir que un cert vector e´s
de tipus espacial no e´s tant immediat, en general considerarem:
1. Un vector X ∈ TpM es dira` temporal, o time-like, si −gp(X,X) > 0 i s’escriura` com:
τ 2 = −H · (X1)2 − r2((X2)2 + sin2 θ(X3)2) + c2H · (X4)2 (5.3)
2. Un cert vector X ∈ TpM es dira` espacial, o space-like, si −gp(X,X) < 0 i s’escriura`
com:
s2 = H · (X1)2 + r2((X2)2 + sin2 θ(X3)2)− c2H · (X4)2 (5.4)
3. Finalment, un vectorX ∈ TpM es dira` de llum, o light-like, si−gp(X,X) = 0 i s’escriura`
com:
0 = −H · (X1)2 − r2((X2)2 + sin2 θ(X3)2) + c2H · (X4)2 (5.5)
per tant, haurem de comprovar en cada punt que` signifiquen cadascun dels elements de la base
que hem donat unes ratlles me´s amunt.
Considerem que ens trobem en el cas en que tractem amb un objecte supermassiu, pero` a una
dista`ncia r > 2Gm, si estudiem els elements {∂/∂r, ∂/∂θ, ∂/∂φ ∂/∂t}p obtenim:
1. −g(∂/∂r, ∂/∂r) = −H−1 = − 1
1− 2Gm
r
< 0
2. −g(∂/∂θ, ∂/∂θ) = −r2 < 0
3. −g(∂/∂φ, ∂/∂φ) = −r2 sin2 θ < 0
4. −g(∂/∂t, ∂/∂t) = H = 1
1− 2Gm
r
> 0
per tant observem com en condicions normals (allunyats de singularitats) la base ordina`ria re-
presenta correctament l’espai tangent. Considerem ara l’altra regio´ de M, 0 < r < 2Gm, si
fem el mateix ca`lcul per esbrinar si un cert vector e´s espacial o temporal s’arriba a la conclusio´
que ∂/∂t e´s espacial i ∂/∂r temporal, aquesta zona es denota per MII i e´s una de les zones que
determina l’espai-temps de Kruskal (amb una mica me´s d’elaboracio´ s’arriba a dir que un cos
que arribi a MII mai no en podra` sortir).
Com a principals feno`mens que es donen a l’espai-temps de Schwarzschild tenim l’alentiment
del temps segons el potencial garvitatori i la curvatura de les trajecto`ries rectes per efecte de la
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gravetat, en aquest apartat nome´s estudiarem la primera, deixant la segona per a propers apar-
tats.
Considerem doncs un cert observador situat en un punt llunya` del cos massiu i un far a dista`ncia
r1 d’aquest, suposem a me´s que el far esta` en repo`s respecte a aquest sistema coordenat, i que
per tant la trajecto`ria d’aquest ve donada per l’expressio´ γ1(τ) = (r1, θ0, φ0, t(τ)), i el vector
tangent a la trajecto`ria en cada punt sera` doncs X1 = (0, 0, 0, t˙). La relacio´ entre el temps propi
del far i el temps de l’observador ve donada per:
dτ =
√
1− 2Gm
r1
dt (5.6)
Aixı´ doncs, si considerem ara dos fars situats a r1 i r2 respectivament, arribarem a la conclusio´
que la relacio´ entre els seus temps ve donada per:
dt1
dt2
=
√√√√1− 2Gmr2
1− 2Gm
r1
(5.7)
S’observa immediatament com l’efecte del camp gravitatori sobre els esdeveniments que veu
l’observador fa que, si dt1 mesura un lapse de temps entre, per exemple, dos polsos de llum
del far 1 i dt2 el mateix per al far 2, l’observador considerara` que hi ha hagut un desfasament
temporal entre ambdo´s fars. Un altre feno`men interessant sobre aquest fet e´s que, si considerem
que el cos massiu autor del camp gravitatori e´s supermassiu (essent de massa m i radi inferior
a 2Gm), si observem un objecte caient a aquest cos observarı´em com s’acaba congelant, i e´s
que el temps que veu l’observador d’aquest objecte va alentint-se indefinidament a mesura que
s’apropa a la singularitat.
5.1.2 Les simetries de la me`trica de Schwarzschild
El fet que la me`trica de Schwarzschild determini la geometria de l’espai-temps entorn un cos
massiu esta`tic i de simetria esfe`rica ja ens avisa que aquesta curvatura haura` de tenir al seu torn
certa simetria.
Matema`ticament es diu que una me`trica presenta simetries quan existeixen isometries infinite-
simals del tensor me`tric, e´s a dir, que si traslladem el tensor me`tric des d’un espai tangent a un
cert punt a un altre via aquests difeomorfismes la variacio´ per components del tensor e´s nul·la,
i es diu que el camp vectorial que genera aquests difeomorfismes e´s un camp de Killing. Sigui
doncs g la me`trica del nostre espai-temps, es diu que el camp X e´s de Killing si es compleix:
LXg = 0 (5.8)
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on l’operador L denota la derivada de Lie (veure capı´tol 1). A continuacio´ donem la forma
explı´cita de la derivacio´ d’un tensor dues vegades covariant respecte un cert camp:
〈LV g,X1 ⊗X2〉 = V (〈g,X1 ⊗X2〉)− 〈g,LVX1 ⊗X2〉 − 〈g,X1 ⊗ LVX2〉 (5.9)
on V e´s el camp en la direccio´ del qual derivem el tensor me`tric. Per cone`ixer les coordenades
de LXgµν senzillament considerem els camps X1, X2 com a camps coordenats, e´s a dir:
〈LV g, ∂/∂xµ ⊗ ∂/∂xν〉 = V (〈g, ∂/∂xµ ⊗ ∂/∂xν〉) +
〈
g, ∂V
λ
∂xµ
∂/∂xλ ⊗ ∂/∂xν
〉
+〈
g, ∂/∂xµ ⊗ ∂V λ∂xν ∂/∂xλ
〉
= V λ ∂gµν
∂xλ
+ ∂V
λ
∂xµ
gλν +
∂V λ
∂xν
gµλ = 0 (5.10)
on hem fet servir:
LVX = [V,X] = V (X)−X(V ) (5.11)
on [·, ·] denota el clauda`tor de Lie.
Doncs be´, una solucio´ trivial de (5.8) e´s per al cas dels vectors coordenats la coordenada dels
quals no apareix com a variable a l’expressio´ del tensor me`tric. Efectivament, considerem
una certa me`trica la qual no depe´n de la variable xi, llavors el candidat a camp de Killing e´s
X = ∂/∂xi i (5.8) esdeve´:
LXgµν = 1 · ∂gµν
∂xi
+
∂1
∂xµ
giν +
∂1
∂xν
gµi = 0 (5.12)
Aixı´ doncs, tornant al cas de la me`trica de Schwarzschild, observem com tenim dos camps de
Killing trivials, que so´n X1 = ∂/∂t i X2 = ∂/∂φ. Els vectors de Killing so´n de molta utilitat a
l’hora d’estudiar una certa me`trica degut a un teorema matema`tic anomenat teorema de Noether,
molt usat en meca`nica teo`rica, que ens diu que donat un cert vector de KillingX sobre una certa
me`trica g es compleix:
n∑
i=1
∂g
∂x˙i
·Xi = constant (5.13)
I en el cas concret de la me`trica de Schwarzschild obtenim les segu¨ents magnituds conservades:
Ht˙ = E
r2φ˙ = h
5.2 Descripcio´ fı´sica d’un cos massiu en rotacio´
Tal com hem anat explicant al llarg del treball, el sistema GPS fa u´s d’un sistema de refere`ncia
espacial solidari al moviment de la terra, e´s a dir, e´s rotatori sobre el pla XY . Ara be´, fins ara
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no hem tingut en compte aquesta rotacio´ a l’hora de descriure la geometria espaciotemporal que
determina la terra, anem doncs a fer-ho.
Primer de tot, val a dir que el fet fonamental sobre el que hem de treballar no e´s tant que el
sistema de refere`ncia espacial giri (fet que ja hem estudiat minuciosament al cap capı´tol ante-
rior), com que el cos massiu que engendra el camp gravitatori giri tambe´. Efectivament, en un
escenari com aquest la me`trica que hem presentat per descriure la deformacio´ espaciotemporal
de l’univers de Schwarzschild ja no e´s me´s va`lida degut a que la massa que la genera te´ un
moment angular no nul, i en consequ¨e`ncia ens n’hem de buscar una altra.
Afortunadament, el 1963 el fı´sic teo`ric Roy P. Kerr va donar una solucio´ a les equacions de
camp d’Einstein que descrivien una solucio´ a la situacio´ plantejada: un cos massiu amb si-
metria esfe`rica en rotacio´ (fins i tot modificacions posteriors permeten que aquest cos estigui
carregat ele`ctricament). La me`trica de Kerr e´s:
g = −c2
(
1− 2Gmr
ρ2
)
dt2 − 2Gmar sin2 θ
ρ2
(dtdφ+ dφdt) + ρ
2
∆
dr2 + ρ2dθ2 +
+ sin
2 θ
ρ2
((r2 + a2)2 − a2∆ sin2 θ)dφ2 (5.14)
on en aquest cas les coordenades r, θ, φ, t so´n les anomenades coordenades de Boyer-Lindquist
i es diu que so´n de tipus esferoidal. A me´s, la resta de para`metres que apareixen a la expressio´
tenen la forma segu¨ent:
∆ = r2 − 2Gmr + a2 (5.15)
ρ2 = r2 + a2 cos θ (5.16)
a =
J
m
(5.17)
on J e´s el moment angular del cos. Aquesta e´s una solucio´ molt general donat que, evident-
ment, descriu tambe´ l’espai-temps per a cossos en repo`s (en fer J = 0 a (5.14) obtenim la
me`trica de Schwarzschild), i esta` pensada principalment per estudiar objectes super-massius
amb una velocitat de rotacio´ molt elevada (pu´lsars per exemple), la qu¨estio´ sera` doncs fins a
quin punt volem descriure l’espai-temps d’un objecte amb una velocitat de rotacio´ com la de
la terra. Efectivament, es pot demostrar que J << m (vegeu [17] pa`gs 43-46), i amb aquesta
aproximacio´ obtenim:
∆ = r2 − 2Gmr + a2 ' r2 − 2Gmr
ρ2 = r2 + a2 cosθ ' r2
amb la qual cosa (5.13) esdeve´:
g = −c2 (1− 2Gmr
r
)
dt2 − 2Gma sin2 θ
r
(dtdφ+ dφdt) + dr
2
1− 2Gm
r
+ r2dθ2 +
+r2 sin2 θdφ2 (5.18)
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Finalment fem la segu¨ent consideracio´, tal i com hem dit el moment angular de la terra e´s
insignificant en comparacio´ amb d’altres magnituds com la seva massa o els radis amb que`
tractem, e´s per aixo` que presumiblement els efectes relativistes de la rotacio´ podem no tenir-los
en compte. En ordre a tot aixo` doncs, considerarem que la terra esta` en repo´s (moment angular
negligible) pero` que el sistema de refere`ncia sı´ rota (imaginem que els observadors de la terra
suren sobre la terra descrivint paral·lels), anem doncs a trobar una me`trica d’acord amb aquesta
nova situacio´ fı´sica.
Hem dit que el sistema que hem de fer servir e´s un de rotatori respecte al pla XY , per tant en
coordenades esfe`riques tenim el difeomorfisme segu¨ent:
ψ(r, θ, φ, t) = (t, θ, φ+ ωt, t) (5.19)
Si fem un traslladat de la me`trica de Schwarzschild segons aquest difeomorfisme ((ψ−1∗(g))
obtenim la me`trica corresponent al sistema rotatori:
g = (ω2r2 sin2 θ − c2H)dt2 − 2ωr2 sin2 θdφrdt+ r2 sin2 θdφ2r +H−1dr2 + r2dθ2 (5.20)
on φr e´s la coordenada longitud al sistema rotatori. Si comparem aquesta expressio´ amb la
me`trica de Kerr advertim certes similituds, i, tot i que corresponen a escenaris fı´sics diferents,
en condicions com les nostres descriuen comportaments molt ajustats.
Per altra banda, es pot demostrar que la trajecto`ria de les geode`siques que determina aquesta
me`trica estan contingudes en un pla espacial, per tant podem simplificar-ho tot considerant fixa
θ = pi/2 (e´s a dir, prenent com a pla XY el pla sobre el que` esta` definida la geode`sica), en
aquestes condicions la me`trica passa a valer:
g = (ω2r2 − c2H)dt2 − 2ωr2dφrdt+ r2dφ2r +H−1dr2 (5.21)
Si de nou observem aquesta me`trica, i en relacio´ amb les consideracions sobre l’alentiment del
temps segons el radi, arribem al resultat segu¨ent:
∆τ =
√
1− 2Gm
r0
− r
2
0ω
2
c2
·∆t (5.22)
on hem considerat la relacio´ entre temps propi i temps d’un observador respecte un objecte en
repo`s. S’endevinen doncs en aquesta expressio´ les diferents contribucions temporals degudes a
la rotacio´ i al camp gravitatori.
Un cop coneixem la me`trica amb la qual hem de treballar passem, de nou, a calcular les ge-
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ode`siques segons l’equacio´ (4.21), amb la qual obtenim:
t¨− 2Gm
r(r − 2Gm) t˙r˙ = 0 (5.23)
θ¨ = 0 (5.24)
2r˙(φ˙r − ωt˙) + r(φ¨r − ωt¨) = 0 (5.25)
r¨ − (r − 2Gm)(φ˙r − ωt˙)2 + t˙2c2 (r − 2Gm)Gm
r3
− Gm
r(r − 2Gm) r˙ = 0 (5.26)
Un primer estudi d’aquestes geode`siques ens diu que el temps t no e´s un para`metre afı´, i que
per tant si parametritze´ssim la corba amb t deixaria de transportar-se paral·lelament (deixaria
de ser un moviment inercial).
Per altra banda, (5.23) i (5.25) ens diuen quines so´n les magnituds conservades sense haver de
calcular primer els camps de Killing per a aquesta nova me`trica (tot i que so´n exactament els
mateixos). Efectivament, si integrem aquestes dues expressions obtenim:∫
(t¨− 2Gm
r(r − 2Gm) t˙r˙)dτ = t˙(1−
2Gm
r
) = E∫
(2r˙(φ˙r + ωt˙) + r(φ¨r + ωt¨))dτ = r
2(φ˙r − ωt˙) = h
que so´n les magnituds constants abans trobades per al cas d’un sistema de refere`ncia rotatori.
5.3 Equacio´ de la geode`sica light-like.
A continuacio´ donem la resolucio´ de la trajecto`ria que seguiria un raig de llum que cau al pou
gravitatori produı¨t per la terra. No hem d’oblidar que, a la pra`ctica, el que estem fent aquı´ e´s
trobar les trajecto`ries dels senyals que ens arriben des dels sate`l·lits GPS. S’ha seguit la lı´nia
marcada per J. Girbau a [5] pero` adaptant la solucio´ al cas de sistemes rotatoris.
Considerem inicialment la me`trica de Schwarzschild en rotacio´ definida a (5.21) (projectada
sobre el pla θ = pi/2):
g = (ω2r2 − c2H)dt2 − 2ωr2dφrdt+ r2dφ2r +H−1dr2 (5.27)
El que farem e´s tractar aquesta equacio´ en les coordenades del fibrat tangent, de manera que
puguem treballar-hi com si fos una EDO normal i corrent, a me´s imposem el fet que la geode`sica
solucio´ d’aquesta equacio´ sigui de tipus llum. Amb tot aixo` tenim:
(ω2r2 − c2H)t˙2 − 2ωr2φ˙r t˙+ r2φ˙r2 +H−1r˙2 = 0 (5.28)
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Si redordenem els termes d’aquesta equacio´ obtenim:
r2(φ˙r − ωt˙)2 + r˙
2
H
− c2Ht˙2 = 0 (5.29)
i aplicant les magnituds conservades r2(φ˙r + ωt˙) = h i Ht˙ = E/c arribem a:
E = r˙2 +H
h2
r2
(5.30)
A continuacio´ es proposen els canvis Ω = φr − ωt i u = 1/r, tenint en compte les segu¨ents
relacions:
r˙ =
dr
dτ
=
dr
dΩ
dΩ
dτ
=
dr
dΩ
Ω˙ =
dr
dΩ
(φ˙r − ωt˙)
dr = −r2du
E´s important veure que amb aquestes modificacions estarem considerant trajecto`ries no radials,
de manera que h 6= 0, ja que si no la solucio´ a (5.30) e´s la cla`ssica (una recta radial sense
curvatures espacials).
Amb tot aixo` s’arriba a l’equacio´:
E =
(
du
dΩ
)2
h2
r2
+Hh2u2 (5.31)
I per simplificar aquesta equacio´ la derivem respecte Ω i operem, obtenint:
d2u
dΩ2
+ u = 3u2Gm (5.32)
Aquesta e´s l’equacio´ diferencial que regeix el moviment dels raigs de llum en prese`ncia d’un
camp gravitatori i amb un sistema de refere`ncia en rotacio´.
Si observem detingudament aquesta equacio´ diferencial observarem que e´s la cla`ssica per a
raigs de llum pero` amb un factor corrector relativista (3u2Gm). Estudiem doncs inicialment
aquesta solucio´ sense tenir en compte aquesta correccio´ relativista (cas H = 1), obtindrem:
d2u
dΩ2
= −u (5.33)
Una solucio´ particular d’aquesta equacio´ e´s u = cos Ω
Rx
, i sabent la forma de Ω en termes de les
coordenades naturals del nostre sistema de refere`ncia (Ω = φr − ωt) obtenim:
u =
cos Ω
Rx
= 1/r ⇒ Rx = r cosφr cosωt+ r sinφr sinωt = x cosωt+ y sinωt (5.34)
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Aquesta solucio´ es correspon a com veu un observador en rotacio´ (coordenades x, y) un lı´nia
recta de x0 constant per a un sistema que no rota (on Rx = x0).
Una altra possible solucio´ a la EDO del sistema e´s u = sin Ω
Ry
, i en aquest cas trobem la solucio´
corresponent:
u =
sin Ω
Ry
= 1/r ⇒ Ry = −r cosφr sinωt+ r sinφr cosωt = −x cosωt+ y sinωt (5.35)
De nou, aquesta solucio´ e´s com veu un observador en rotacio´ (coordenades x, y) una lı´nia recta
de y0 constant per a un sistema que no rota (on Ry = y0).
Aquestes dues solucions corresponen a rectes amb alguna de les components constants (x0 o
y0), tot i aixo`, el sistema tambe´ admet solucions obliqu¨es, i e´s que si rotem, per exemple, la
primera de les solucions donades un cert angle φ0, aquesta seguiria essent solucio´ del sistema
(l’equacio´ diferencial (5.33) e´s ide`ntica fent el canvi Ωˆ = Ω + Ω0), aquest cop pero` rotada
aquest angle φ0. Aixı´ doncs obtenim el segu¨ent sistema de possibles solucions:(
cosωt sinωt
− sinωt cosωt
)(
x
y
)
=
(
C1 + C2τ
C3 + C4τ
)
(5.36)
on evidentment (C1 +C2τ, C3 +C4τ) denota la recta obliqua a la qual fe`iem refere`ncia a l’ante-
rior para`graf (parametritzada segons τ ). Si aı¨llem la solucio´ per al sistema rotatori (coordenades
x, y) obtenim la solucio´ per al cas d’abse`ncia de gravetat:(
x
y
)
=
(
cosωt − sinωt
sinωt cosωt
)(
C1 + C2τ
C3 + C4τ
)
(5.37)
Vista aquesta solucio´ tornem al cas amb prese`ncia de camp gravitatori (e´s a dir, afegim a (5.33)
el factor 3u2Gm), i donat que aquest factor apareix com a terme corrector assumirem que la so-
lucio´ ha de tenir, al seu torn, un terme corrector a la ja trobada a (5.33). Aixı´ doncs, considerem
solucions de la forma u = u˜+ v, on u˜ e´s solucio´ de (5.33) i v e´s molt petit en comparacio´ amb
u˜. Amb aquestes consideracions acabem obtenint:
d2v
dΩ2
+ v = 3
Gm
R2x
cos2 Ω (5.38)
i aquesta equacio´ diferencial admet com a solucio´ v = Gm
R2x
(cos2 Ω + 2 sin2 Ω).
Si sumem aquesta solucio´ a u obtenim la solucio´ aproximada de l’equacio´ (5.32) per a raigs de
llum:
u =
cos Ω
Rx
+
Gm
R2x
(cos2 Ω + 2 sin2 Ω) (5.39)
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i desfent el canvi u = 1/r i expressant aquesta solucio´ en les coordenades naturals del nostre
sistema obtenim:
x cosωt+y sinωt+
Gm
Rx
√
x2 + y2
(x2(1 + sin2 ωt) +y2(1 + cos2 ωt)−2xy sinωt cosωt) = Rx
(5.40)
on de nou estem considerant que al sistema no rotatori (i aquest cop inercial) el raig te´ la
component x fixa. Reordenant els termes tenim:
x cosωt
(
1− Gm
rRx
y sinωt
)
+ y sinωt
(
1− Gm
rRx
x cosωt
)
+ (5.41)
+Gm
rRx
(x2(1 + sin2 ωt) + y2(1 + cos2 ωt)) = Rx
on hem fet r =
√
x2 + y2.
Fem notar que si imposem ω = 0 (cas no rotatori) obtenim la solucio´ esta`ndard de Schwarzsc-
hild:
x+
Gm
Rx
√
x2 + y2
(x2 + 2y2) = Rx (5.42)
5.3.1 Curvatura dels raigs de llum.
A la cie`ncia divulgativa s’acostuma a dir que, des d’un punt de vista relativista, la gravetat fa
corbar el teixit de l’espai-temps, pero` de quina manera?
A la relativitat general, l’origen de la descripcio´ de l’espai-temps es troba en les equacions de
camp d’Einstein; d’aquı´ parteixen, entre d’altres coses, la me`trica que descriu l’espai-temps,
la qual es fa servir per definir l’operador de connexio´ que ens ha de permetre estudiar les tra-
jecto`ries rectes d’aquest espai-temps, i per tant, estudiar-ne la curvatura. En geometria diferen-
cial, es defineix el tensor de curvatura com el tensor (3,1) que te´ com a components:
R(X, Y, Z) = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z (5.43)
on ∇ e´s la connexio´ de Levi-Civita (provinent de la me`trica).
Tal com ja hem dit al llarg del treball, un tensor e´s intrı´nsec a la varietat, i per tant representara`
sempre el mateix siguin quines siguin les coordenades que es facin servir, aixı´ doncs calcularem
les components d’aquest tensor per al sistema no rotatori (me`trica de Schwarzschild usual)
entenent que representa el mateix tensor que per al sistema rotatori. Les components del tensor
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de curvatura no nul·les en coordenades esta`tiques so´n:
Rtθtθ =
∂α
∂r
∂β
∂r
− ∂
2α
∂r2
−
(
∂α
∂r
)2
= −Gm
r2
(5.44)
Rtθtθ = −re−2β
∂α
∂r
= −Gm
r
(5.45)
Rtφtφ = −re−2β
∂α
∂r
= −Gm
r
(5.46)
Rrθtθ = −re−2β
∂β
∂r
= −Gm
r
(5.47)
Rtφtφ = −re−2β
∂β
∂r
= −Gm
r
(5.48)
Rθφθφ = 1− e−2β =
2Gm
r
(5.49)
on hem notat α = ln
√
1 + 2Gm
r
i β = −α. A primer cop d’ull ens adonem que el terme Gm
r
apareix arreu i determina justament la intensitat d’aquesta curvatura segons la coordenada r, i
donat que estarem considerant sempre la curvatura de l’espai-temps per a radis fora de la terra
(considerem que, tot i que hem dit que la coordenada r ja no denota la dista`ncia euclidiana a
l’origen, en casos de poca curvatura sı´ ho podem entendre aixı´), aquest para`metre, que determi-
na la curvatura, podra` arribar a valer Gm
r
|r=RTERRA = 6, 93 · 10−10, la qual cosa ens mostra fins
a quin punt e´s petit aquest para`metre. Tots aquests resultats ja ens fan pensar que la desviacio´
del raig e´s menyspreable per als nivells de precisio´ que es fan servir al sistema GPS.
Per altra banda, ara que ja hem calculat, si me´s no de manera aproximada, la trajecto`ria dels
raigs de llum que arriben a la superfı´cie de la terra, fo´ra bo estudiar com so´n en relacio´ a les
solucions cla`ssiques (rectes al pla). Donat que la rotacio´ del sistema de refere`ncia (recordem
al lector que finalment hem optat per una me`trica de Schwarzschild amb sistema de refere`ncia
en rotacio´) no suma desviacio´ espacial en relacio´ al cas esta`tic de Schwarzschild estudiarem les
trajecto`ries dels raigs de llum per al cas no rotatori (u´nicament per mesurar aquesta desviacio´).
Aixı´ doncs, si tornem a escriure l’equacio´ solucio´ per a trajecto`ries obliqu¨es tenim:
x+ Gm
(C1+C2τ)r
(x2 + 2y2) = C1 + C2τ (5.50)
y + Gm
(C3+C4τ)r
(y2 + 2x2) = C3 + C4τ
Per simplificar aquestes expressions rotem el sistema de refere`ncia ∆φ = pi/2 − φR, on φR e´s
la inclinacio´ de la recta al sistema inercial respecte l’eix x, de manera que la component x sigui
constant. Amb aquesta modificacio´ obtenim:
x+
Gm
Rx · r (x
2 + 2y2) = Rx (5.51)
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Primer de tot, i en relacio´ a aquests resultats, hem de remarcar el fet que les trajecto`ries radials
(nome´s varia el radi) no estaran afectades per curvatures (vegeu explicacio´ a apartat 5.3), i que
qualsevol altra recta obliqua (no radial) podra` ser considerada amb la component x constant
mitjanc¸ant la rotacio´ del sistema descrita.
Dit aixo`, l’equacio´ (5.51) ens dibuixa la recta de manera que, donat que l’espai-temps e´s as-
simpto`ticament pla, haurem de considerar que a y → −∞ la recta no pateix curvatura, i que
per tant e´s en passar prop de l’objecte massiu que aquesta es corba. Aixı´ doncs, la recta de
refere`ncia (aquella en relacio´ a la qual hem de mesurar la curvatura del raig) sera`:
x = Rx − 2Gmy
Rx
(5.52)
la qual e´s l’equacio´ d’una recta amb pendent 2Gm
Rx
.
Amb tot aixo`, si considerem el cas en que` el raig pateix me´s curvatura, e´s a dir, tant a prop de la
terra com sigui possible i major recorregut al voltant d’aquesta, obtindrem la ma`xima curvatura
que pot sofrir el raig provinent del sate`l·lit. Considerem doncs un raig que arriba de manera
tangencial a la superfı´cie de la terra, considerem a me´s la forma de la trajecto`ria del raig als
extrems (y → −∞ i y → +∞) que sera` x = Rx − 2GmyRx i x = Rx +
2Gmy
Rx
respectivament,
llavors l’angle entre ambdues rectes e´s de:
∆ =
4Gm
Rx
|Rx=RTERRA = 2, 77 · 10−9 radians (5.53)
i podem apreciar com la desviacio´ en radians, que per altra banda sera` la ma`xima que pugui
donar-se, e´s ı´nfima (els dispositius de que` disposa el receptor GPS mai podran discriminar una
variacio´ d’angle tan petita).
5.3.2 Alentiment del temps dels raigs de llum. Resolucio´ de les equacions
de posicionament GPS.
Un cop coneixem les trajecto`ries espacials que segueixen els raigs de llum ens proposem calcu-
lar com es comporta la component temporal del raig de llum que arriba a la terra. Si rescrivim
la me`trica de Schwarzschild en rotacio´ en coordenades del fibrat tangent i per a trajecto`ries
light-like:
−c2Ht˙2 + r˙
2
H
+ r2(φ˙r − ωt˙)2 = 0 (5.54)
Per simplificar aquesta EDO fem u´s d’una de les magnituds conservades abans trobades: r2(φ˙r−
ωt˙) = h. Aplicant aquest resultat i operant obtenim:
−c2r2Ht˙r2 + r
2r˙2
Hr2
+ h2 = 0 (5.55)
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Inicialment considerem solucions per a aquesta EDO en el cas h = 0 (raigs de llum radials).
Fent doncs aquesta consideracio´ i aı¨llant obtenim:
t =
1
c
∫ r
rs
r
r − 2Gmdr =
1
c
[
rs − r − 2Gm ln
(
r − 2Gm
rs − 2Gm
)]
(5.56)
on rs e´s el radi des d’on s’ha eme´s el raig, e´s a dir, el radi orbital del sate`l·lit emissor.
L’alentiment temporal que s’observa a (5.56) es coneix amb el nom d’efecte Shapiro. Com
podem observar, el temps pateix un endarreriment relativista fruit del camp gravitatori, efecte
observat en el segon sumand de l’equacio´, ara be´, com n’e´s de gran aquest factor?
En aquest capı´tol considerarem menyspreable el terme logarı´tmic, i al proper detallarem de qui-
na manera ens afecta aquesta aproximacio´.
Aixı´ doncs, el temps per a trajecto`ries radials vist per un observador llunya` sera` aproximada-
ment:
∆t(r) ≈ rs − r
c
(5.57)
Ara be´, a nosaltres ens interessa cone`ixer el temps que mesurara` un observador de la terra, aixı´
doncs necessitem cone`ixer de quina manera estan relacionats els temps de l’observador esta`tic
de la terra i el temps de l’observador llunya`. Per fer-ho ens valem de l’equacio´ (5.22), amb la
qual arribem al resultat:
∆τ =
√
1− 2Gm
rrec
− r
2
recω
2
c2
·∆t =
√
1− 2Gm
rrec
− r
2
recω
2
c2
· rs − r
c
(5.58)
on podem considerar els principals efectes de pertorbacio´ temporal degut tant a la rotacio´ ter-
restre com al camp gravitatori.
Si considerem doncs solucions que espacialment es consideren sense curvatura (solucio´ de la
relativitat especial) i aı¨llem obtenim el segu¨ent resultat:
(Xˆr −Xs)2 + (Yˆr − Ys)2 + (Zr − Zs)2 = c
2τr
2
1− 2Gm
rrec
− rrec2ω2
c2
(5.59)
que e´s la solucio´ que havı´em trobat senzillament havent afegit al denominador el terme corres-
ponent al camp gravitatori.
Si ara passem a considerar el factor h2 que hem negligit fins ara passem a preguntar-nos l’efecte
que te´ aquest sobre el resultat que acabem de trobar. De nou, estudiem aquest para`metre, que
provenia d’una magnitud conservada, r2(φ˙r − ωt˙).
Amb aquestes consideracions, tornem a escriure l’EDO del temps de la geode`sica en funcio´ del
radi generalitzada:
−c2r2Ht˙r2 + r
2r˙2
Hr2
+ h2 = 0 (5.60)
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Per resoldre aquesta equacio´ diferencial tindrem en compte la magnitud conservada Ht˙ = E,
amb la qual cosa obtindrem:
cdt
dr
=
(
1− 2Gm
r
)−1(
1−
(
1− 2Gm
r
)
b2
r2
)−1/2
(5.61)
on b = h
E
i l’anomenem para`metre d’impacte aparent, el qual e´s la mı´nima dista`ncia del raig a
l’origen del cos autor de la deformacio´ espaciotemporal en el cas que el raig no note´s aquesta
deformacio´, e´s a dir, sota rotacions seria la component constant de la trajecto`ria del raig en el
cas no gravitatori.
Si arreglem una mica aquesta equacio´:
cdt
dr
=
r
(1− 2Gm
r
)
√
r2 − (1− 2Gm
r
)b2
≈ r
(1− 2Gm
r
)
√
r2 − b2 (5.62)
L’aproximacio´ que hem fet e´s per a b >> 1, cosa normal si considerem raigs no radials (per
al cas radial haurem de fer servir la fo´rmula expressada abans). Descomponent en fraccions
obtenim:
cdt
dr
=
r + 2Gm√
r2 − b2 +
(2Gm)2
(r − 2Gm)√r2 − b2 (5.63)
I si integrem obtenim:
ct =
√
r2 − b2 + 2Gm ln (r +
√
r2 − b2) + (2Gm)2
∫
dr
(r − 2Gm)√r2 − b2 (5.64)
El valor de la darrera integral, encara no resolta, dependra` de si (2Gm)2 − b2 < 0, i donat que,
com hem dit, estem considerant raigs no radials (la igualtat es donaria per valors de l’ordre de
10−3) aquest valor sempre sera` negatiu. En aquestes circumsta`ncies, tindrem:
ct =
√
r2 − b2 + 2Gm ln (r +√r2 − b2) + (5.65)
+ (2Gm)
2√
b2−(2Gm)2 sin
−1
(
2Gmr+2((2Gm)2−b2)
|r|
√
(2Gm)2+4b2
)
i donat que l’argument de l’arc-sinus sera` molt inferior a 1 podem aproximar el resultat per:
ct =
√
r2 − b2 + 2Gm ln (r +
√
r2 − b2) + (2Gm)
2√
b2 − (2Gm)2
(
2Gmr + 2((2Gm)2 − b2)
|r|√(2Gm)2 + 4b2
)
(5.66)
Si ara avaluem aquesta expressio´ als lı´mits de la integral (rs i rr) obtenim:
c∆t =
√
r2s − b2 −
√
r2r − b2 + 2Gm ln
(
rs +
√
r2s − b2
rr +
√
r2r − b2
)
(5.67)
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on hem obviat el tercer sumand ja que el factor multiplicatiu es troba per sota dels picosegons
en el nostre cas (b >> 1 i 2Gm ∼ 10−3).
El terme de (5.66)
√
r2 − b2 e´s l’aplicacio´ del teorema de Pita`gores al triangle rectangle que
formen l’origen del sistema de refere`ncia espacial i els punts de la trajecto`ria del raig a dista`ncia
b i r de l’origen. Aixı´ doncs,
√
r2s − b2 −
√
r2r − b2 indica la dista`ncia entre sate`l·lit i receptor,
i a partir d’ara ho denotarem per ∆xr,s.
Finalment, aplicant la regla de canvi entre temps coordinat i temps de l’observador de la terra
obtenim:
c∆τ = c
√
1− 2Gm
rrec
− r2recω2
c2
·∆t = (5.68)√
1− 2Gm
rrec
− r2recω2
c2
·
(
∆xr,s + 2Gm ln
(
rs+
√
r2s−b2
rr+
√
r2r−b2
))
I de nou, donat que el terme logarı´tmic estara` per sota dels nanosegons, obtenim la solucio´
aproximada del cas de raigs radials:
(Xˆr −Xs)2 + (Yˆr − Ys)2 + (Zr − Zs)2 = c
2τr
2
1− 2Gm
rrec
− rrec2ω2
c2
(5.69)
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5.4 Sobre les aproximacions tingudes en compte.
Al llarg d’aquest treball hem dut a terme una se`rie d’aproximacions que podrien estar malmetent
els nostres resultats. Tal i com hem esmentat diverses vegades, errors en temps (escalant-ho per
c trobem els errors en metres) per sota dels nanosegons seran menyspreables pel nostre model.
Per altra banda, una de les aproximacions ha estat negligir el logaritme natural de (5.56) i a
equacions que en deriven, anem doncs a esbrinar com afecta aquest logaritme al resultat. A
continuacio´ desenvolupem en se`rie de Taylor aquest logaritme natural:
2Gm ln (
r − 2Gm
rs − 2Gm) = 2Gm
∞∑
i=1
(r − rs)i
i!(rs − 2Gm)i ≈ 2Gm
∞∑
i=1
1
i!
(
r
rs
− 1
)i
(5.70)
I donat que podem acotar el terme depenent de r com −1 < ( r
rs
− 1)i < 1 per tot i podem
aproximar aquest resultat a:
2Gm
∞∑
i=1
1
i!
(
r
rs
− 1
)i
≤ 2Gm
∞∑
i=1
1
i!
= 2Gm(e1 − 1) (5.71)
Si aquest resultat final el dividim per c observem com ens trobem en l’ordre dels picosegons,
per tant podem considerar que e´s menyspreable.
Per altra banda, hem menyspreat tambe´ el terme provinent de l’arc-sinus a (5.63), i de nou
haurem de saber amb certa exactitud com ens ha d’afectar al resultat final aquesta proximacio´.
El terme en qu¨estio´ e´s:
(2Gm)2√
b2 − (2Gm)2
(
2Gmr + 2((2Gm)2 − b2)
|r|√(2Gm)2 + 4b2
)
(5.72)
i tal i com hem exigit en aquesta part del desenvoupament, es complira` que b >> 2Gm. Aquesta
condicio´ la podem considerar certa, ja que, tot considerant l’error que pateix el sistema GPS
(ordre de pocs metres), un raig que a priori (havent calculat la posicio´ del receptor) es considera
radial pot arribar a desplac¸ar-se uns metres, fent que aquest deixi de ser radial. Amb una mica
de geometria elemental, s’arriba a que b = Rterra
Rsat
 ≈ 
3
, on  e´s aquest error de l’ordre de metres.
Amb la qual cosa, prenent en consideracio´ l’error que es contempla en el nostre posicionador,
b ≥ 
3
, e´s a dir, almenys 100 vegades superior al valor de 2Gm.
Havent vist aixo`, (5.69) el podem aproximar com:
(2Gm)2√
b2 − (2Gm)2
(
2Gmr + 2((2Gm)2 − b2)
|r|√(2Gm)2 + 4b2
)
≈ (2Gm)
2
b
(
2Gmr − 2b2
|r| 2b
)
(5.73)
i e´s en aquesta expressio´ que veiem clarament com aquest terme esta` per sota dels micro`metres.
Ara be´, a mesura que es van perfeccionant els aparells de mesura de que` disposa el nostre
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receptor GPS, la sensibilitat que aquests proporcionen al sistema fa que certes aproximacions
deixin de ser va`lides. Efectivament, hem vist com l’aproximacio´ consistent en menysprear
el logaritme natural era admissible per ser aquest terme de l’ordre dels mil·lı´metres, ara be´,
si considerem un sistema sensible a aquests ordres de magnitud haurem de passar a tenir en
compte aquest factor. A continuacio´ proposem un procediment de ca`lcul de les coordenades de
recepcio´ considerant aquest terme.
5.4.1 Ca`lcul de la posicio´ considerant termes no lineals
Aixı´ doncs, ens proposem a calcular les coordenades de recepcio´ per a l’equacio´:
c∆τ =
√
1− 2Gm
rrec
− r
2
recω
2
c2
·
(
∆xr,s + 2Gm ln
(
rs +
√
r2s − b2
rr +
√
r2r − b2
))
(5.74)
Observant, pero`, aquesta expressio´ ens adonem com existeix un para`metre a priori desconegut
(fora de les inco`gnites) que ens impossibilita resoldre el sistema, i aquest no e´s altre que el factor
b. La idea sera` doncs la de resoldre el sistema sense tenir en compte, en un principi, el factor
b, per despre´s, un cop coneguem les coordenades de recepcio´ de manera aproximada, puguem
calcular b i recalcular de nou les coordenades de recepcio´, aquest cop sı´ tenint en compte el
para`metre b.
Aixı´ les coses, considerem inicialment que resolem un sistema que te´ per equacions:
c∆τ =
√
1− 2Gm
rrec
− r
2
recω
2
c2
·∆xr,s (5.75)
i un cop en sabem la solucio´ procedim a calcular b.
Siguin (xr, yr, zr) solucio´ de (5.75), tal i com hem dit, el para`metre b expressa el punt me´s
proper de la trajecto`ria del raig a l’origen de coordenades, per tant considerant les coordenades
d’emissio´ (sate`l·lit) i les de recepcio´, primer calculem l’equacio´ de la trajecto`ria del raig segons
aquestes coordenades:
y = k · (x− xs) + ys , k = ys − yr
xs − xr (5.76)
Donada la trajecto`ria del raig procedim a minimitzar la dista`ncia d’un punt gene`ric d’aquesta
recta (x, y) al centre del sistema,D =
√
x2 + y2, per trobar el punt de mı´nima dista`ncia (xb, yb):
∂D
∂x
=
1√
x2 + y2
(x+ y · y′) = 1√
x2 + y2
(x+ ky) = 0 (5.77)
La solucio´ d’aquesta equacio´ e´s ky = −x, i aplicant la trajecto`ria del raig obtenim:
k(k(x− xs) + ys) = −x⇒ x(k2 + 1) = k(kxs − ys)⇒
{
xb =
k(kxs−ys)
k2+1
yb = k(xb − xs) + ys
(5.78)
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I finalment, calculem el para`metre b com la dista`ncia euclidiana d’aquest punt al centre del
sistema:
b =
√
x2b + y
2
b (5.79)
I un cop coneixem el valor de b passem a resoldre l’equacio´:
c∆τ =
√
1− 2Gm
rrec
− r
2
recω
2
c2
·
(
∆xr,s + 2Gm ln
(
rs +
√
r2s − b2
rr +
√
r2r − b2
))
(5.80)
Aı¨llant obtenim:√
(Xˆr −Xs)2 + (Yˆr − Ys)2 + (Zr − Zs)2 = cτr√
1− 2Gm
rrec
− r2recω2
c2
−2Gm ln
(
rs +
√
r2s − b2
rr +
√
r2r − b2
)
(5.81)
on rr i rs els calculem de la posicio´ calculada sense tenir en compte el para`metre b.
Aquest mateix procediment podra` efectuar-se en el cas radial, e´s a dir, sobre la fo´rmula:
c∆τ =
√
1− 2Gm
rrec
− r
2
recω
2
c2
(
rs − r − 2Gm ln
(
r − 2Gm
rs − 2Gm
))
(5.82)
Tanmateix, hem vist a l’anterior apartat que la radialitat d’un raig mai podra` assegurar-se degut
a l’error de posicionament que pateix el nostre sistema. Tot aixo` ens duu a prendre com a
equacio´ de refere`ncia la no radial, e´s a dir, la corresponent a (5.80).
5.5 Consideracions gravitato`ries als segments espacials i d’u-
suari
En aquesta darrera seccio´ ens centrarem en els aspectes aplicats de tots els resultats que hem
anat donant al llarg d’aquest capı´tol.
Tal i com hem apuntat a la seccio´ corresponent a aquesta del capı´tol relativista no gravitatori,
entorn el protocol de comunicacions entre receptor i sate`l·lit existeixen punts que passen a ser
crı´tics amb les consideracions relativistes que hem pres al llarg del treball.
5.5.1 La radialitat dels raigs de llum
El lector haura` observat que en la resolucio´ de les coordenades de recepcio´ ens hem basat en el
comportament que te´ la component temporal t enfront de la coordenada r. I en base a aixo` hem
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realitzat aquest estudi des de dues suposicions diferents: que el raig te´ component ϕ constant,
o que e´s un raig oblic (la component angular no e´s constant). El lector podra` advertir que el
segon cas e´s una generalitzacio´ del primer, entenent que un cas particular de raig oblic e´s un
raig radial, ara be´, estem imposant que b >> 2Gm, la qual cosa e´s tant com afirmar que el raig
te´ suficient inclinacio´ respecte la radial.
Evidentment, l’ideal seria considerar un cas general a on es pogue´s passar d’un cas a l’altre de
manera contı´nua, tot i aixı´, si tornem a escriure l’equacio´ origen d’aquestes limitacions:
c∆t =
√
r2 − b2 + 2Gm ln (r +
√
r2 − b2) + (2Gm)2
∫
dr
(r − 2Gm)√r2 − b2 (5.83)
on el terme a integrar e´s qui en darrera insta`ncia estara` limitant la generalitat de la nostra solu-
cio´. Efectivament, el ca`lcul d’aquesta integral esta` sotmesa al valor de b2 − 2Gm, el cual hem
demostrat que sera` sempre molt positiu, sempre prenent en consideracio´ l’ordre de magnitud
de l’error intrı´nsec del sistema, per tant suposar que el raig e´s radial e´s tant com considerar
un error de posicionament gairebe´ nul, consideracio´ prou allunyada de la realitat com per no
considerar-la certa.
Per altra banda, hem vist com el ca`lcul de les coordenades de recepcio´ considerant el terme no
lineal del logaritme natural fa entrar en joc una variable a priori desconeguda: el para`metre b.
Es pero` b un para`metre deslligat de les variables a trobar? Realment no. Tal i com hem explicat
a bastament, el factor b expressa la dista`ncia mı´nima de la trajecto`ria del raig suposant curvatura
nul·la de l’espai-temps, i per tant e´s un valor implı´cit a les equacions de posicionament. Ara
be´, el seu ca`lcul es dificulta molt si s’intenta fer directament amb els termes no lineals, e´s per
aixo` que s’ha optat per realitzar-lo en un principi sense aquestes termes, per despre´s aplicar-lo
en cas de voler me´s precisio´.
5.5.2 Relacio´ entre temps de la terra i temps del sate`l·lit
Si donem un cop d’ull a qualsevol de les solucions donades (amb o sense termes no lineals) ens
adonem que no estem considerant enlloc el temps del sate`l·lit. Efectivament, en sentit estricte el
temps del sate`l·lit no e´s quelcom que ens hagi de preocupar a l’hora de trobar les coordenades
de recepcio´, tot coneixent una se`rie de dades (temps d’emissio´, efeme`rides, etc...), ara be´, e´s
justament el coneixement del temps del sate`l·lit qui ens garanteix que estiguem fent servir les
dades d’entrada correctament.
Aixı´ les coses, considerem un sate`l·lit des d’on ens arriba un senyal electromagne`tic. Aquest
segueix una de les geode`siques del nostre espai-temps, aquesta pero` de tipus time-like, pero` com
e´s el seu decurs temporal mesurat segons un observador llunya`? Recordant resultats ja trobats,
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arribem a la magnitud conservada:
Ht˙ = E (5.84)
Sobre aquesta equacio´ hem dit que ens deia que el temps deixava de ser proporcional al temps
propi, per la qual cosa de`iem doncs que ja no era un para`metre va`lid per a les nostres ge-
ode`siques. Ara be´, diem que no e´s proporcional en el benente´s que r varia amb τ , i si fem r fixa
observem com sı´ tenim un temps proporcional al temps propi, i aixo` que ens diu? Ba`sicament
indica que a una partı´cula que es mogui en una esfera conce`ntrica al cos autor de la deformacio´
espaciotemporal li farem correspondre un temps proporcional al temps propi de la partı´cula.
Dit aixo`, sabem que les partı´cules (planetes, sate`l·lits naturals i artificials...) no orbiten segons
cercles, sino´ me´s aviat seguint els elements keplerians de la meca`nica cla`ssica (veure equacions
d’efeme`rides del capı´tol 2), que de manera ideal segueixen l’equacio´ segu¨ent:
r = a(1− e cosE) (5.85)
on a e´s el semi-eix major de l’o`rbita, e l’excentricitat de l’o`rbita i E l’anomalia exce`ntrica.
Al capı´tol (4.2.4) hem considerat oportu´ aproximar les o`rbites dels sate`l·lits per circumfere`ncies,
i e´s que e´s ben veritat que la baixa alc¸ada d’aquestes o`rbites fa que tinguin una excentricitat
molt petita (semblants a un cercle). Tot i aixo` sembla raonable, en la direccio´ que hem agafat
en aquest treball (fer u´s del menor nombre possible d’aproximacions), utilitzar les o`rbites ke-
plerianes (que en sı´ tampoc defineixen exactament el moviment del sate`l·lit, en tant que no so´n
solucions relativistes).
Sigui com sigui, ja hem esmentat que aquest treball esta` orientat al segment d’usuari, i per tant
no realitzarem explı´citament aquests ca`lculs, sı´ pero` donarem els resultats trobats a [18]. Aixı´
doncs, prenent com a va`lida la solucio´ a les o`rbites del sate`l·lit donada per (5.85), obtenim la
segu¨ent relacio´:
∆t =
∫ τ1
τ0
(1 +
3Gm
2a
+ φ0 − 2Gm(1/a− 1/r))dτ (5.86)
on φ e´s l’anomenat potencial efectiu i segueix la fo`rmula φ = V
c2
− ω2r2
2c2
.
Fent u´s de nou de (5.85) i fent el canvi de diferencial dt = (1−e cosE)√
Gm/a3
dE arribem al segu¨ent
resultat:
∆t = (1 +
3Gm
2a
+ φ0)∆τ + 2
√
Gma
c2
e sinE (5.87)
i subtituint obtenim:
∆t = (1− 4, 4647 · 10−10)∆τ + 4, 4428 · 10−10e sinE (5.88)
La correccio´ del segon sumand (−4, 4647 · 10−10) al ser constant (aquesta nome´s depe`n del
potencial i l’efecte relativista produı¨t per la rotacio´ en el radi de rotacio´ r ≈ a) s’aplica direc-
tament al sate`l·lit, pero` la tecera (+4, 4428 · 10−10e sinE) l’haura` d’aplicar el receptor un cop
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hagi calculat l’anomalia exce`ntrica, i e´s aquesta justament la que enuncia`vem al segon capı´tol
d’aquest treball al parlar de correccio´ relativista (vegeu (3.4)).
Finalment, la relacio´ entre el temps del receptor (observador a la terra) i el del sate`l·lit es calcu-
lara` tenint en compte les fo`rmules (5.22) i (5.88).
Capı´tol 6
Conclusions
L’objectiu principal d’aquest estudi era el de trobar de nou, fent servir el marc fı´sico-matema`tic
relativista, les equacions de posicionament GPS.
Efectivament, en l’estudi de les equacions de posicionament GPS hem anat trobant nombroses
arestes pro`pies de la relativitat, invisibles als models newtonians, que transformen, en alguns
casos drama`ticament, l’aspecte d’aquestes equacions. El cas terrestre, obviant l’efecte que pu-
gui comportar la prese`ncia propera de la lluna i el sol sobre les solucions, e´s un cas potser poc
donat a fer consideracions relativistes al tenir aquesta (la terra) poca massa i poc moment angu-
lar. Aixı´ i tot, la precisio´ que requereix el sistema GPS fa que models cla`ssics siguin insuficients
per a la caracteritzacio´ del nostre sistema. Efectivament, s’ha comptabilitzat en l’error d’uns 1-2
metres la no inclusio´ de correccions relativistes en les nostres equacions de posicionament, la
qual cosa anul·la completament el sistema GPS per a algunes aplicacions, on necessitem majors
nivells de precisio´.
Tambe´ a la introduccio´ s’ha fet palesa la manca d’una literatura clara i concisa al respecte d’a-
quests temes, i e´s que si be´ a [11], [18] o [17] e´s fa un estudi al respecte, aquest es basa quasi
completament en un estudi qualitatiu del problema, centrant-se a me´s en una descripicio´ de la
me`trica tan ajustada al model del geoide WGS-84 com sigui possible. Tot i que l’autor con-
sidera del tot raonable un estudi d’aquestes caracterı´stiques, s’ha considerat oportu´ engrossir
aquesta llista de publicacions amb un treball centrat sencerament en els aspectes me´s fonamen-
tals del problema.
I e´s que si be´ e´s veritat que els problemes que s’han tractat al llarg del treball so´n semblants
als trobats a [2] o [5], el problema que ens ha ocupat al llarg del treball (la recerca de les coor-
denades de recepcio´ del missatge GPS) e´s d’una natura diferent, i no podem quedar-nos amb
la curvatura o l’alentiment temporal, aspectes aquests sı´ estudiats a bastament a les refere`ncies
esmentades.
Particularitzant per cada capı´tol del treball, al capı´tol 1 hem revisat els aspectes que me´s ens
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podien interessar per l’estudi fı´sic que hem fet posteriorment. El que en aquest capı´tol s’ha ex-
plicat es pot trobar tambe´ a les refere`ncies bibliogra`fiques que donem al final del treball (vegeu
[5] o [6] entre d’altres).
Al segon capı´tol hem donat un descripcio´ tan te`cnica com matema`tica del sistema GPS. La
descripcio´ te`cnica a la que fem refere`ncia e´s la mateixa que podem trobar a [11], ara be´, la
descripcio´ matema`tica que se n’ha fet do´na un salt qualitatiu en la manera d’entendre el proble-
ma. Efectivament, la matematitzacio´ que ofereix la meca`nica galileana de l’espai-temps cla`ssic
aconsegueix donar un rigor certament trobat a faltar en algunes publicacions. Finalment, en
aquest capı´tol oferim al lector una resolucio´ de les equacions de posicionament que, si be´ se-
gueix el mateix esperit que les que podem trobar per exemple a [12] (principi de triangulacio´),
prepara el terreny per a estudis relativistes, i e´s que hem procurat evitar la solucio´ intuı¨tiva i
deduir-ne la resolucio´ en base a la descripcio´ espaciotemporal galileana descrita.
En el segu¨ent capı´tol, expliquem a bastament els aspectes relativistes no gravitatoris que me´s
ens poden interessar de cara a resoldre el mateix problema del capı´tol anterior, aquest cop con-
siderant l’espai-temps de Minkowski. Un lector acostumat a textos relativistes potser trobara` a
faltar alguns detalls me´s propis de la fı´sica, com ara la descripcio´ de la teoria electromagne`tica
o la conservacio´ d’energies en aquest nou entorn matema`tic, tot i aixı´ l’autor, com s’ha remarcat
a la introduccio´, considera que l’estudi no prete´n ser de caire tan fı´sic com purament matema`tic.
E´s ben sabut que la teoria de la relativitat e´s fonamentalment matema`tica, sense evidentment
poder perdre la visio´ fı´sica que te´ als seus axiomes, i per tant pels objectius marcats a l’inici
s’ha considerat que no calia fer cap mena d’estudi fı´sic dels aspectes esmentats. A la segona
part d’aques capı´tol es concreten tots els resultats trobats a aquesta primera part (me`trica, co-
ordenades, efectes espaciotemporals de les transformacions de Lorentz...) al nostre problema
particular, i e´s aquı´ on la realitzacio´ d’aquest treball pren me´s rao´ de ser, al veure la teoria de
la relativitat restringida (especial) des de l’o`ptica del sistema GPS. Efectivament, es do´na un
procediment per resoldre les equacions de posicionament no trobat explı´citament en cap de les
publicacions esmentades a la bibliografia (ba`sicament [18] o [17]). Finalment, es fan considera-
cions sobre com han de ser els protocols de comunicacions entre receptor i sate`l·lit.
Per al darrer capı´tol d’aquest treball deixem l’estudi me´s complex i acurat del que ha de ser
una revisio´ del model matema`tic del sistema GPS. Com ja s’ha dit, la majoria de publicaci-
ons centren els seus esforc¸os en donar solucions a les equacions de camp d’Einstein (me`trica
de l’espai-temps) tan acurades com sigui possible. Es fan desenvolupaments polino`mics de
la me`trica i se’n menyspreen aquells termes que sota les circumsta`ncies particulars de la terra
aixı´ ho permeten, pero` en descuiden una reformulacio´ intrı´nsecament relatvista. La refere`ncia
[17] e´s potser la publicacio´ que me´s s’ha apropat a quest objectiu, tot i que nome´s planteja el
problema sense arribar a resoldre’l (pa`gs 13-14). Aixı´ les coses en aquest capı´tol donem una
descripcio´ esta`ndard de l’espai-temps entorn la terra fent algunes aproximacions (no fem servir
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la me`trica de Kerr sino´ la de Schwarzschild en rotacio´) per simplificar el problema. Resolem les
equacions de les geode`siques de llum i calculem nume`ricament la desviacio´ d’un raig de llum
que cau tangencialment a la terra, deduint que aquesta pot ser menyspreada a l’hora de calcular
les coordenades de recepcio´.
Finalment estudiem el comportament temporal d’un observador llunya` en relacio´ a un situat a la
superfı´cie del planeta terra que estigui observant la caiguda del raig de llum. E´s precisament en
aquests capı´tols que s’ha fet un estudi novedo´s al no haver-hi cap mena de publicacio´ que done´s
aquestes relacions segons la inclinacio´ del raig de llum. Com a darrer comentari comentar que
s’han trobat les equacions de posicionament fent algunes aproximacions (totes justificades a
(5.4)), aconseguint la descripcio´ del sistema en el marc de la relativitat general.
Aixı´ doncs aquest treball representa ba`sicament una reformulacio´ detallada del sistema de po-
sicionament GPS en el marc de la relativitat, prenent les consideracions que aquesta teoria
requereix.
Com a lı´nies futures d’investigacio´, pot ser interessant donar les mateixes solucions trobades en
aquest treball, aquest cop per a la me`trica de Kerr, evitant aixı´ certes aproximacions, i proposant
solucions no trobades en cap publicacio´.
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